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AVANT-PROPOS 



La direction dans laquelle nous espérons faire faire quelque 
progrès à la Géométrie analytique est indiquée dans Ténoncé 
suivant, qui constitue une des thèses annexées à notre Disserta- 
tion de doctorat spécial de i902 : 

« La Géométrie, en appliquant la théorie de Pélimination 
> entre deux équations algébriques, n'utilise guère que la con- 
» dition d'existence d'une seule racine commune. Les condi- 
» tions pour que les équations aient plus d'une racine commune 
• peuvent donner aussi des résultats géométriques intéressants. » 

Cette idée simple est assez féconde pour mériter un exposé 
systématique. 

N'était notre répugnance à créer des vocables nouveaux, nous 
aurions proposé d'appeler surélimination ou hyper élimination y la 
recherche des conditions pour que deux équations aient plus 
d'une racine commune. Et ce néologisme aurait pu servir de titre 
à notre travail. 

Nous avons préféré l'intituler Études, et en effet, il se compose 
de cinq chapitres faciles à transformer en articles indépendants. 
Pourtant l'unité n'y manque pas, croyons-nous : l'élimination et 
la suréliminalion forment comme la trame de ces diverses études, 
surtout des trois premières qui contiennent l'exposé des prin- 
cipes. La quatrième doit être considérée comme une introduc- 
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tion à la suivante; toutes deux sont des applications moins 
immédiates des théories du début. 

Qu'il s*agisse d'élimination simple ou de surélimination, le 
résultat conduit à Tévanouissement d'une matrice rectangulaire 
ou d'un déterminant. Ce mode d'écriture malérialise en quelque 
sorte la génération d'éires géométriques par des formes projec- 
tives; les détails de structure d'une matrice correspondent à des 
propriétés de la variété qu'elle représente. 

Cette notation souligne à la fois lanalogie et les différences 
entre le symbolisme algébrique et le langage synthétique; si ce 
dernier oblige à serrer de près les problèmes particuliers, Tautre, 
par contre, ouvre aux recherches un champ, plus étendu (*), 

Gand, le U avril 1906 



(*) Depuis que ces lignes ont été écrites, quelques travaux relatifs au 
sujet que nous traitons ou à des sujets analogues, ont été publiés et sont 
venus à notre connaissance. Dans les pages ci-après, nous signalerons 
entre crochets [ ] les renseignements plus récents que notre manuscrit. 



CINQ ÉTUDES 



DE 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 



Applications géométriques de la théorie 

des matrices. 

Les conditions pour que deux équations en x aient au moins 
deux racines communes sont au nombre de deux et peuvent 
s'exprimer par Tévanouissement d^une matrice à / lignes et ^ + 1 
colonnes. Si les éléments d'un tel tableau sont des formes 
ternaires ou quaternaires^ on a respectivement la représentation 
d'un nombre fini de points ou d'une courbe gauche. 

Il est naturel que nous exposions quelques généralités relatives 
à ces courbes gauches. Leur ordre, leur genre et d'^autres 
résultats relevant de la géométrie énumérative peuvent se déduire 
de relations très générales établies par M. Giambelli (*) dans un 
beau mémoire où Ton trouvera toutes les indications bibliogra- 
phiques; l'auteur cite notamment MM. Schubert et Segre. 

On ne peut qu'admirer le degré d'abstraction auquel est 



(*) Giambelli, Rend, ht Lomh,, 4904, pp. 101-155. 
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arrivé M. Giambelli, et quant à ses résultats, on peut dire qu'ils 
sont complets et définitifs. 

Bien que nous ayons été moins loin dans la voie des générali- 
gâtions, nous avons, dans des recherches contemporaines de 
celles de M. Giambelli, et qu'il nous a fait Phonneur de citer, 
trouvé des relations concordant avec les siennes. Nous avons 
déjà donné une partie de nos résultats dans un billet cacheté 
déposé à l'Académie royale de Belgique (février 1904) et dans les 
articles suivants : 1® Sur les plans coupant un système de lignes 
de l'espace en six points d'une conique (*) ; 2" Sur la courbe lieu 
des contacts des surfaces de deux faisceaux {**); 3® Sur les points 
singuliers des lieux géométriques (***). A plus d'un endroit de ces 
travaux, nous avons fait pressentir que nos méthodes pouvaient 
prétendre à des résultats plus étendus que ceux que nous 
donnions. Le principe de ces méthodes est énoncé dans la pre- 
mière thèse annexée à notre Dissertation : Étude de quelques 
surfaces engendrées par des courbes du second et du troisième 
ordre. (Gand, Hoste, et Paris, Gauthier- Villars, juillet 1902.) 

Ceci soit dit pour établir le droit que nous croyons avoir de 
donner le premier paragraphe ci-après, à titre de travail original 
et indépendant. Malgré cela, nous reconnaissons volontiers à 
M. Giambelli et la priorité de la publication et une plus grande 
étendue de résultats. 

Mais, toute question de droit à part, avons-nous des raisons 
d'exposer, après le savant auteur italien, des recherches dont 
nous avouons la portée plus restreinte? Ces raisons, les voici. 
Notre but n'est pas la Géométrie énumérative, dont les relations 
générales ne se prêtent pas toujours facilement aux cas particu- 
liers. En vue de résultats plus concrets et plus simples, nous 
indiquons plutôt la marche à suivre pour faire, dans chaque 
problème spécial, le calcul nécessaire. Toutefois, mais seule- 



(*) 3Iém. «n-8® de VAcad. roy, de Belgique, 1902» 

(**) Rend, circolo matem. Palermo^ mai 1904. 

(***) Mém* m-8* de la Soc. royale des sciences, Liège, septembre 1904. 
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ment en passant^ nous donnons aussi quelques formules assez 
étendues. 

Pour bien montrer quel point de vue nous avons adopté, nous 
faisons suivre ces prémisses de Fétude, non pas complète, mais 
pourtant assez détaillée, de quelques courbes représentées par 
des matrices. Les plus simples de ces figures ont été étudiées 
déjà par la géométrie projective, et les recherches qui s*y 
rattachent sont éparpillées dans divers périodiques. Il y a intérêt 
à les grouper dans une étude d'ensemble et à voir de quelles 
généralisations elles sont susceptibles. 

La courbe Jacobienne d*un système de surfaces a sa place 
marquée dans cette partie de notre travail; nous espérons 
pouvoir ajouter quelque chose à ce que l'on en sait. 

Mais le vrai but de cette étude est de montrer quels procédés 
d'élimination donnent naissance à des matrices et quel usage 
on peut faire de cette théorie pour la détermination des éléments 
singuliers des lieux géométriques et des enveloppes. Nous ajou- 
tons là quelques autres applications. 

Il est trop évident que ces considérations s'appliquent à des 
espaces quelconques et, par suite, à l'espace ordinaire réglé. Si, 
dans la plus grande partie du travail, nous nous limitons à trois 
dimensions, c'est pour la commodité de la rédaction. Toutefoiis, 
afin de montrer que cette limitation n'est pas nécessaire, nous 
dirons quelques mots de l'espace à quatre dimensions, ainsi que 
des congruences et complexes de droites. 

Enfin les éléments d'une matrice peuvent être des formes à 
deux ou plusieurs séries de variables, et l'application de cette 
idée à un cas particulier fournit les bases d'une théorie des 
congruences de courbes gauches, notamment des cubiques; cette 
théorie, on le sait, est encore à faire; ceci fera l'objet de notre 
Étude IL 

Pour répondre au reproche de n'avoir pas épuisé les sujets 
traités, nous nous permettons de déclarer ici que nous voulons 
attirer l'attention, non sur ces sujets eux-mêmes, mais sur la 
méthode employée. 
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Gën6ralità8 sar les matzioes. 



1. Une matrice rectangulaire ayant, par exemple» trois lignes 
et quatre colonnes. 



M^ 



ai a^ Os ^i 

64 6, 6j 64 

C| C, Cs Cl 



représente les quatre déterminants (^4630, (016^04), (016304), 
(036504); nous écrirons souvent en abrégé 

M = Il a, «r, «B a* ||; = || a, 6, c, ||}. 

Légalité M «a exprime qu^il existe une même relation 
linéaire entre les éléments de chaque colonne, et une seule 
lorsque les déterminants h quatre éléments extraits de la matrice 
ne sont pas tous nuls. Elle exprime aussi qu*il existe un faisceau 
de relations linéaires entre les éléments de chaque ligne. 

Quand M =» 0, les quatre déterminants (a^b^c^)^ {^î^^^a)* 
(ai63C4), (026904) sont nuls. Par suite, dans la matrice M, les 
mineurs formés avec les couples d^éléments de deux lignes 
(ou colonnes) sont proportionnels aux mineurs formés des 
éléments correspondants de deux autres lignes (ou colonnes) 
quelconques. 

Si deux des quatre déterminants, par exemple (a^b^c^) et 
(046304), sont nuls, il existe une même relation linéaire entre les 
éléments des colonnes i, 2, 3 ; une même relation linéaire entre 
les éléments des colonnes i^ % i; donc, ou bien une même 
relation linéaire entre les éléments des quatre colonnes, et alors 
M «» 0, ou bien plus d^une relation linéaire entre les éléments 
des colonnes 1 et 2, et alors on a 



m^ 



Oi 6i Ci 



0. 



cil 



Par conséquent, le système 

(«i6«ca) «» 0, (o,6,r4) «. 

équivaut en général à 

Mm » 0. 

La propriété analogue appartient à toute matrice de / lignes 
et / -*- 1 colonnes. 

2« Si les éléments de M sont des formes linéaires ternaires, 
chacune des équations (a^b^c^) = 0, (aiib2C^) »» est du troisième 
degré. Elles ont donc neuf systèmes de solutions communes dont 
une partie» ^b par exemple, annulent M, et les autres, en 
nombre f^j» annulent m. On a donc 

A*5 = 3* fl^'j 

pareillement 

et comme, visiblement, pi «= l^on a 

De même, on trouve en général 

/(/ -♦- i) 



^,«:/« — (/ — i)»H-(i— â)« dbi 



2 



Ainsi une matrice à I lignes et \ -^ l colonfies de formes 
linéaires ternaires s'annule pour ^ points. 

Dans certains cas particuliers, ce résultat peut être altéré. 
Par exemple, s*il existe des relations identiques entre certains 
éléments de M, il peut arriver que cette matrice s*annule pour 
une infinité de points. La même chose peut se présenter pour la 
matrice partielle m, dont Tévanouissement représente parfois une 
conique, ou une droite accompagnée d'un nombre fini de points. 
Cette dernière circonstance n'empêche pas nécessairement M de 
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représenter un nombre fini de points; mais le raisonnement 
ci-dessus est alors en défaut. La difficulté est levée s'il existe, 
dans le tableau M, un tableau partiel, autre que m, formé de 
deux colonnes et s'annulant pour un nombre fini de points. 
Cependant, s'il n'existe pas de tableau partiel pareil, ou si Ton 
désire utiliser la matrice particulière m^||a| ajUÎ, on peut 
raisonner comme il suit. 

Supposons que m s'annule pour les points d'une courbe c; le 
raisonnement précédent fait connaître les points annulant M et 
non m, donc les points non situés sur la courbe c. On obtient 
ensuite les points annulant M et situés sur celte courbe c en 
cherchant les intersections de celle-ci avec la courbe {a^bzC^) ==» 
par exemple, et en défalquant, s'il y a lieu, les points annulant 
à la fois ai, a^, a^. Pratiquement, on est en possession d'un 
procédé régressif général, et la suite montrera, encore mieux, que 
les applications de ce procédé ne présentent guère de difficulté. 
Ce qu'il importe de remarquer, et ce que nous établirons ici, 
une fois pour toutes, c'est que si M s'annule pour un nombre 
fini de points, ce nombre reste le même quelles que soient les 
hypothèses que Ton peut faire sur les matrices partielles tu. 
L'exactitude de cette proposition est presque évidente, en raison 
de la continuité ou, si Ton veut, en vertu du principe de la con- 
servation du nombre de Schubert. 

On peut énoncer ledit principe de la manière suivante : Si N 
individus d*un système géométrique satisfont à un ensemble de 
conditions^ et si l'on modifie ou que Von spécialise la situation 
respective des éléments du système, le nombre N demeure inaltéré 
ou devient infini. C'est au fond la traduction du fait algébrique 
que voici : une équation, dont les coefiicienis subissent des modi- 
fications, conserve le même nombre de racines ou devient une 
identité. 

En ces derniers temps, le principe de Schubert a été fort 
combattu. Au congrès de Heidelberg notamment, il a fait l'objet 
d'une discussion mouvementée. Dans l'application, toutes les 
objections tombent nécessairement, si l'on peut écrire cette 
équation algébrique dont le nombre des racines est N. 



(7) 

Supposons donc qu'une matrice IVf ayant, pour fixer les idées, 
trois lignes et quatre colonnes de formes linéaires ternaires, 
s'annule pour un nombre fini /x de points, bien que chacune dés 
matrices partielles m s*annule pour une infinité de points (peu 
importe que ces faits soient compatibles ou non). Par des modi- 
fications apportées à certains coefficients, on obtient une matrice 
M' de même structure et dont certaines matrices partielles m' 
s'annulent seulement pour un nombre fini de points; nous savons 
que M' = représente fJis = 6 points. 

Admettons que les éléments a^, 6,, c^ de la matrice M soient 
de la forme OnX, -♦- aj,x, -♦- agors, ... ; que ce système soit 
rapporté à un triangle de référence dont aucun sommet ne 
coïncide ni avec un point de M ni avec un point de M'; enfin, 
que nous cherchions les droites qui joignent les ii points de M 
au sommet x^X2 du triangle fondamental. Nous avons à éliminer 
Xj de M = 0, ou, ce qui revient au même, à éh'miner a, p, y, x^ 
des relations 

oLOi -¥■ pbi + yCj^ a(a,iXi -♦- a«x,) -+- p(6,iX| -♦- ôg^Xj) 

-*- r(C||X| -f- CjîX,) H- ax^a^s -♦- pxjb^ •+• rx^Ca = {i = 1,2,3,4). 

En multipliant ces quatre relations, d'abord par x,, puis 
par X*, on a douze égalités homogènes et linéaires en 

a, p, y, axs, jBXj, r^Ts, «xî, px|, yxl, ajj, pxj, yxl. 

On élimine ces douze variables et Ion a un déterminant qui 
s'annule pour les fx valeurs de X| : xs répondant aux points de M. 
Or, des modifications à certains coefficients changent cette équa- 
tion en une autre qui a, nous le savons, fXj » 6 racines* Donc 
^ c=3 6 ou /x e=: 00 ; mais, par hypothèse, fx n'est pas infini, par 
conséquent le théorème est démontré. 

3. Si les éléments d'une matrice Ma/ lignes et / + 1 colonnes 
sont des formes linéaires quaternaires, la matrice s'annule, en 
général, pour les points d'une courbe gauche d'ordre ^ « 
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Exceptionnellement, ces points peuvent engendrer une surface, 
accompagnée ou non d*une courbe gauche. 

Si les éléments de M sont, les uns des constantes» les «utres 
des formes quaternaires de degré quelconque, la matrice peut 
encore représenter une courbe gauche, notamment quand les 
éléments de chaque, ligne ou de chaque colonne sont du même 
degré et, en général, quand les déterminants obtenus par la 
suppression d*une colonne sont des fonctions homogènes. On 
s*assure sans peine que ceci a lieu quand un élément de la 
matrice est de Tordre n, -+- />*, /?^ conservant la même valeur 
pour tous les éléments d*une même colonne et ft< demeurant 
inaltéré dans toute retendue d'une ligne. 

Quand la matrice M s'annule pour les points d'une courbe 
gaucbe, les explications du n^ 2 donnent le moyen de calculer 
Tordre de cette courbe dans chaque cas particulier, et aussi de 
déterminer une formule générale. Il est d'ailleurs évident que 
la courbe peut se décomposer en plusieurs autres; en pareil cas, 
on obtient Tordre total. 

Pour établir la formule générale, il est utile d'employer la 
notation à deux indices 

M^||a„||, 

a^ étant une forme de Tordre n^ -t* p^. Pour commencer, nous 
ferons prendre à t les valeurs 1, 2, 3 et à A; les valeurs 1, 2, 3, 4. 
Soient fx Tordre de la courbe M, p' celui de la courbe annulant 
la matrice 

m=|| a,, Il (1 = 1,2,3; fc=,l,2) 

et fx^' celui de la courbe annulant an et a^,; c'est-à-dire que Ton 
considère les matrices extraites de M, d'abord en supprimant les 
deux dernières colonnes, puis en effaçant, dans le résultat, les 
deux dernières lignes. Les courbes d'ordres fx et fx' forment Tin- 
tersection totale de deux surfaces annulant les déterminants 

aa\ (» = i,2,3; /c = i,2,3) 
\aa\ (i = 1,2,3; A=*4,2,4) 
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ojbleDUS en supprimant, dans VL, la dernière ou Tavant dernière 
cûlooDe. Le^ ordres de ces sur/laces «ont respectivenaent 

fi4 -4- Pi H- fij -f- Pj -♦- W5 -*- Pi ou sn -♦- £p — p^, 
«1 "♦- Pi -*• «1 -♦- P« ■♦- W5 -♦- Pi ou 5î» -♦- Sp — p,. 

On a donc 

|x -I- |x' « (Lti -♦- sp' — Pi) (Sn -♦- sp — P4), 

pareillement 

^' -^ p" = (sn -i- Lp — n^ -- Pi— Pi) (sn ^ sp — nj — pa — p^), 



et évidemment 



f*" -= (wi ^ piî («, -*- p,), 



Ces trois égalités donnent, en additionnant la première avec 
la dernière et en soustrayant fa seconde, 

P ■"■ (Sn -¥■ sp) (wj -4- «5 -4- Pj -i- P4) — n,n, -4* ni 

-*- (w, + n») (ps -^ pj -I- fiiipi -V Pj) — pî — pî — PsP* -^ PiPf* 

En effectuant les calculs, on trouve 

f* = sn^n, -*- Sn* -4- SwSp -h Sp^pj. 

Si l'on prend ensuite la matrice 



«Il «li «15 
«SI «ÎS «J5 



on trouve immédiatement, pour Tordre de la courbe représentée, 
p = (wi -t- Wj -♦- Pi -4- p,) (ni H- w, -H p, -*- Pj) — (n, -♦- p^) (n, -♦- p,), 

résultat conforme à la formule précédente. 

Pour établir que cette formule est générale, nous la suppo- 
sons démontrée pour une matrice à /lignes et / + 1 colonnes et 
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nous adjoignons deux lignes de formes d'ordres N + p^ 6t 
N'-4- ^^(4=1, 2,..., / 4- i). Soient f^i Tordre de la courbe annu- 
lant cette nouvelle matrice et fx Tordre correspondant à la matrice 
initiale à / lignes et / + 1 colonnes. 
On aura^ comme plus haut, 

^, H- At ■= (zn -f- zp -♦- N) (m -♦- zp -t- N'), 
Ac= znjWj -*- z«' -♦- zp . zn -f- ipiPu 

d'où 

yt*i.«=(zw -*- zp -*- N) (zw -4- zp -4- N') — ZW|n,— zn* — zpz» — ^PiPt, 

et, après quelques calculs, 

ft^ = zp,pa H- zp' -♦- zp(zn H- N -fr- N') -4- zwjw, -♦■ (N -t- N')zn -4- NN', 

résultat conforme à la formule qui donne fx, sauf, comme on 
devait le prévoir, que les râles des p et des n sont intervertis. 

Donc une matrice à 1 lignes eM h- 1 colonnes de formes 
quaternaires, dont chaque élément s^test de V ordre Ui + Pi^, s'an^ 
nule pour les points d'une courbe gauche ou d'un système de 
courbes dont l'ordre total est 

zwi»j -♦- z«' -♦- znzp -I- zpiPf 

» 

4. On pourrait trouver le nombre des points doubles appa- 
rents, et, par suite, le genre de la courbe * || a^ || t "^^^ ^û a^ est 
une forme quaternaire de Tordre n^ + p^ en n'utilisant que les 
procédés d'élimination qui seront exposés dans ce travail. Mais, 
pour ne pas intervertir Tordre des matières, nous préférons 
utiliser la formule connue donnant le nombre h de points 
doubles apparents d'une courbe intersection partielle de deux 
surfaces (*) 

2A — 2A' = (zw -^ zp — p4 — '!)(zn-i- zp — ps— 1)(a« — a**). 



(*) Voir Salmon, Géom» anal à 3 dim. 
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Dans cette formule, fx est i*ordre de la courbe considérée, 
Jln -i-llp — p4 et Sn H- Sp — p^ sont les ordres des deux sur- 
faces, /a' et A'^ désignent respect! ventent Tordre et le nombre de 
points doubles apparents de la courbe complétant Tintersection. 
En vertu du n^ 3, cette relation peut encore s'écrire 

2A — W = fi* — fi'* •*- fA — /i' — {jx — fif) {22n H- 22/) — pz — p*). 
Le procédé régressif donne de même 

2ft' — 2A" = A*'* — A*"* -^ A*' — A*" 

— (ac' — fjL") (22n H- 22p — n, — Wj — 2p3 — 2^*), 

et comme la courbe d'ordre |x" est l'intersection totale de deux 
surfaces, on a 

Additionnons ces trois égalités ; il vient 

2/l = ^« + A« — 2a^(S» + Sp) -*- (a* -^ A*') (Ps -4- P*) 

Le numéro précédent contient les valeurs de [jl -h [x' et 
de |jl' -*- [ji" ; en les introduisant, on a successivement 

2^ = /te* -♦- A« — 2A«(2n H- Zp) -♦- (2W -+- 2p — P4) (2W -^ 2p — ps) (ps "*" P*) 
-*-(2rn-2p — Wç—Ps — P4)(2n-+-2p— », — Ps— P4)(Wî-*-»5) 
•^ (wi -*- pO (n, -♦- p,) (p, -*- Pj), 

2^=yt£*-*-A«~2/t£(2w-t-2p)-4-(2n)'(n2+W5) — 2n(n,-*-n5)*-4-«4nB(n2-4-n5) 
-*- (2»)*(p3-*- p4)-4-(n8H- W5) (2n4-*- n,-4- W5) (p«-^Pî)-+- nî(pi-*-pj) 
-I- 2w(p5 ^ p^) (2pi -*- 2p2 H- Ps -4- p*) -^ (nj -♦- na) (pi -♦- p»)* 
H- w,(p, -*- Pj)* -*- (ps -+- p^) (p, -^ p, H- pa) (p4 -♦- p, -^ pj 



( ^2) 
ou enfio 

2& Bs ^* + /£ — 2/Efc(2w -*- 2p) ^ injw, -♦- 2ii|ii«ns 
-♦- (2n)'zp -«- ifi(ip)* 

Pour une matrice à deux lignes et trois colonnes, un calcul 
analogue mais beaucoup plus simple conduit à la même formule, 
privée toutefois du terme ^nin^n^j ce qui n*a rien d*étonnant 
puisqu'il n*y a plus que deux quantités n^ et it^. On peut con- 
jecturer que la formule générale contieol, au lieu du terme 
in^n^n^f le terme analogue mn^n^n^. 

Supposons en eifel cette formule établie pour une courbe 
d'ordre [x annulant une matrice || 0» || ^ ^ lignes et / + 1 colonnes. 
Gomme au numéro 3, ajoutons deux lignes N et N'; appelons ^Li 
Tordre de la courbe représentée par cette nouvelle matrice et H 
le nombre de ses points doubles apparents; ^l et h les mêmes 
quantités pour la matrice initiale. On a alors, comme ci-dessus, 
les formules 

2H — 2ft = A«î — Ac' -^ A'i — A* — (/"i — i^) (2£n -4- 2Lp -*- N + N'), 
^h = fi* -*- fi — 2/Efc(2« •♦- ip) -4- zwjnj -4- 22n|yisns h- (2fi)*2p 

-4- 2w(2p)* -4- 2p;p, -+- ^IpiPtPz, 

cette dernière par hypothèse. L'addition donne 

2H =5 A*î -*- A«i — 2^|(S« +. N -♦- N' H- Sp) H- (N -f- N') (/»« -*- fz) 
-4- Snjwj H- ^Sn^Tts^s -♦- (Sn)'sp -♦- Sn(Lp)' -*- spîp, -*- 2sp4psps, 

et puisque 

^, -1- ^ =» (2n -♦- 2p -♦- N) (2» -*- 2p -4- N'), 
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0» » 



2H«= 



fA 



A*i — 2/uj(2n -♦- N -♦- N' -♦- 2p) 
mln^ -¥■ (N* -♦- N")2n -t- (N + N')2n« 
âzititi^s -*- î2NN'2» -f- 2(N -♦- N')s»4«, 
(2n)»2|> -♦- ipi'tzn -t- N -*- N') (N -♦- N') 
2n{2p)* -1- (N +. K') (2p)* 

2pîp, -♦- 22/l|p,p,. 



La formule générale est ainsi démontrée. 
Le genre g d'une courbe d'ordre [x douée de A points doubles 
apparents est 

(At— i)(A^ — 2) ^* — 3M-f-2 . 

^2 2 

On en conclut la formule suivante pour le genre d'une courbe 
gauche annulant une matrice à / lignes et / -«- 1 colonnes d'élé- 
ments d'ordre n, -f- p^ : 

jf =3 i -*- At(2« -♦- 2p — 2) — i[2n«ns -t- ^iniU^i -*- (2n)'2p 



5. Revenons à la matrice a trois Ngnes et quatre colonnes 
de formes quaternaires du premier degré 



M = 



Oi a^ Gz cii 
64 b% 6s 6|' 

Cl f j C5 C4 



Il est utile de savoir le nombre [x^s des systèmes de valeurs 
des variftUes qui annulent âr la fois^ M et la matrrce m formée par 
les deai premières colonnes de M. 

Pour un. système de valeurs des variables qui annulent m, les 
ionctions a^, b^^ q et les fonctions a^^ 63, c^ oot un ftiisceau de 
lekriions Knéaires communes ; si, pour ces varfenrrs des variables, 
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une de ces relations linéaires appartient aussi aux formes 
A39 639 <^3» ainsi qu*à a^, 64, C4, c'est-à-dire si M est nulle, le 
déterminant (a^ 65 c^) est égal à zéro. 

Réciproquement, si Ton a (a^ 65 ^4) «=a et m =» 0, les élé- 
ments des quatre colonnes ont une même relation linéaire, à 
moins qîie Ton n'ait a^ e= 6^ =* r ^ *=» 0, ce qui n'arrive, en 
général, que pour un système des valeurs des variables, de sorte 
que Ton a 

Mn—^/^% — ^ =8. 
On trouve, par le même raisonnement, 

vg étant le nombre de systèmes qui annulent une matrice à deux 
lignes et quatre colonnes de formes linéaires. Et généralement. 

Il faut donc considérer à présent une matrice ayant deux 
colonnes de plus que de lignes, par exemple, 



N = 



a^ Ui Qz Ui Oi 
64 6a 65 64 65 

Ci Cj C5 Ci Cg 



Lorsqu'elle est nulle, tous les déterminants obtenus en 
prenant trois des cinq colonnes s'évanouissent; par suite, 

M = Il i 2 3 4 II = et D = I 1 2 5 I = 0. 



Inversement, si l'on a ces deux dernières relations, les élé- 
ments des cinq colonnes de N ont une même relation linéaire, 
à moins que Ion n'ait m = || 1 2 1| =» 0. Le système M ^=1 0, 
D=0. admet 3|jl5 systèmes de racines, dont V5 annulent N et les 
autres annulent m et M ; le nombre de ces derniers est donc (JI25 ; 
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il est d ailleurs évident que tous ceux qui annulent m annulent 
D. Ainsi 

et généralement 

Substituons dans la formule trouvée précédemment [x/(/^j); il 
vient 

OU 

Cette formule de réduction donne 

/(/h- 4)(/-*-2) 
i-/(/-..) = 2[P -*- (/-2)« 4- (/-4)« ^. . . .]^^ ^ i 

On trouve, par la même méthode. 



d'où 






Si les éléments des matrices sont des formes de degré 
quelconque, on peut, dans chaque cas particuh'er, refaire le 
raisonnement ci-dessus et trouver les nombres analogues à pt^/^.!) 
et V/. 

Pour rétablissement d'une formule générale, il y a avantage 
à commencer par les nombres v/. Nous allons démontrer qu'une 
matrice || a^^ || ^ t lignes et l -h ^ colonnes de formes de degré 
11^ -+- p^(f =» 1, 2, . . . /; A = 1, 2, . . ., / -4- 2) s'annule pour .un 
nombre de points donné par la relation 

vi = In' -f- Inîwj -♦- iniHins -*- ip (2»' -♦- 2niW,) -♦- ip^p^ln -*- ipip^p^ ; 
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les deox premiers termes da seccmrf membre peutent évidem- 
ment être remplacés par Texpression équivalente Itnlttfl. 

D*abord cette formule.se vérifie sur une matrice à une ligne 
et trois colonnes, car un tel tableau s'annule pour les points 
communs à trois surfaces et le nombre de ces points est 

(«4 -t- Pi) (», -t- Pj) (n, H- ps) = «; + njEp 4- «iSp.p, + PiPjP». 

Ensuite la même formule s'applique à une matrice à deux 
lignes et quatre colonnes, car on peut chercher le nombre des 
points qui Pannulent par la méthode exposée ci-dessus pour les 
matrices composées de formes linéaires, et Ton trouve 

y««=(Wi-Hni-+-p<-+-p4) [(n^-f-nj-^pi-t-pa) (n|-«-n2-+-p,-+-p,)— (wi-t-pi) (n,-+-p,)] 
— (fil -*- pi) (Wj ^ p.) (M4 -♦- îh "^ Pi -^ Ps). 

En ordonnant par rapport aux n, on trouve cette expression 
conforme à la formule annoncée. 

Enfin on suppose cette formule établie pour une matrice N à 
/ lignes et / •+- 2 colonnes et Ton y joint quatre lignes de formes 
de degrés Ni-4-p^, Ng+p^, ^^-^Pk, ^é-^-Pk'^ soit v/^.2 le nombre 
de points qui annulent cette nouvelle matrice N' à /-h2 colonnes 
et /-4-4 lignes. Ces points sont ceux qui annulent le déterminant 
constitué par la dernière ligne et les /+! premières de N' et qui 
annulent aussi la matrice des /hhS premières lignes; d'où il faut 
défalquer les i^i^i^i^ points communs à eefle dernière matrice et 
i cette de ses f -h ♦ premières lignes. On a 

y,^j=B(2w-*- N4-*-N4-H2p)[2p'-+- 2pipj-t- 2p(2w-+- N,^. Nj-t-Nj)-*- sn^ji, 

-*- 2«(N4 -4- Nj -f- N3) -4- NjNs -f- N^Ni -I- N,N,]— p^^i+i). 

La quanraé entre crochets eyt Tordre de la ooiirbe annubnt 
la motrice des / -i- 3 premières tfgiies de IV^; cet ordre a éfé 
trouvé au numéro 2, m^is il a faltn intervertir les rôles^ des 
lettres p et n, puisque la matrice considérée ici a plus de lignes 
qne de colonnes. 
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Quant aux points en nombre [iL/(/^f), ce sont les points 
communs à la matrice des l -*- \ lignes et au déterminant formé 
des { premières lignes complétées par les lignes N^ et N5; mais il 
faut défalquer les v/ points annulant la matrice initiale N. Donc 

f*/(/+i) = (2» -*- N, -♦- N5 -*- ip) 
(zn* -♦- N| -♦- iniTii -4- inip -*- Ni2p -♦- tpipi) — v,, 

et comme v/, par hypothèse, est donné par la formule à établir, 
on a 

y^^, sa (2n -+- Nj H- N4 -♦- 2p) [ip* -4- ipiPi -*- 2p{in -♦- Ni -*- N, -4- Ng) 
-♦- 2n,nj -I- 2n(N« -*- N, -*- N5) -«- NjN» -♦- NjN, -1- N,N,] 
— {in -♦- Nj -♦- N5 -♦- zp) (zn* -♦- NJ -1- ln^n^ -♦- Znzp 
-♦- N|2p -H zpip,) -♦- 2n2n'-*- ZnjWjWs •♦- Z/i(2n* -♦- zw^fij) 

Ordonnons par rapport aux p : il vient, après quelques 
réductions, 

Vm = 2p2p' -4- 2pip,p3 -^ (2p* -^ ZpiPa) (Zn -♦- Ni -^ N4) 

-^ [{2p)' — 2Pi/>i] (Nj -^ N5) H- 2p[2n,n, -*- (N| -t- N, -*- Njjzn 
H- NjNs + NjNi ^ N,N, -*- N4(2« + N, -♦- N, + N^)] 
-f. {2n -♦- N«-i- N4) [2W4I13-4- (N,H- N,-+- Njjzn-i-NjNs-t-NjNj-*- N|Nj] 
— (2/1 -I- N, -t- Na) (zn* -*- Nî + zn^Wj -♦- Ni2w) -♦- 2n2w* -*- in^n^n^^ 

ce qui, tous calculs faits, est conforme à la formule annoncée, 
sauf naturellement que les rôles des lettres p et n sont intervertis. 
Nous pouvons maintenant aussi donner une formule générale 
pour le nombre {x/(/4.|) des points qui annulent à la fois une 
matrice M à / lignes et / -i- 1 colonnes de formes d*ordre n^ + p^ et 
la même matrice suivie de deux lignes de formes d*ordresN|+p^, 
Nji + p^. Ces points sont ceux qui annulent à la fois M et le 
déterminant formé des / — 1 premières lignes et des lignes N^ et 

2 
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N^; d'où il faul défalquer les vi^i poinu qui annulent la matrice 
d«3 l — 1 premières lignes de M. Donc 

Vmt) ™ Pi(2» — w, -♦- N, -4- N, -♦- ï.p) — vi^ 

«= (2w* -4- 2n,n, H- 2n2p -*- lpiP%) (2n — w, -♦- N, -t- Nj -*- 2p) 



— Zn^ri^tiz — Sn'sn — s»(Sn' -f- SujW,) 
1 il 1 i 






Tous calculs faits, on écrit cette formule sous la forme 
symétrique 



f*K/+i) — 2n2W|W, — 2lÏ4njn8H- 2p(2n)*-*- 2«(2p)*-*- 2p2pipj — ^PiPiPz 
-f- (N, -♦- N,) {m* ■♦- 2n4»j **- 2n2p -*- ipipij. 



6. En résumé, Tétude d'une matrice se ramène toujours à 
Tétude de tableaux analogues obtenus par suppression d'un 
certain nombre de lignes et de colonnes. Il va de soi que Ton 
peut aussi procéder par adjonction de lignes ou de colonnes 
d'éléments quelconques, comme nous le montrerons plus tard. 

Les quelques questions traitées ci-dessus ne sont pas les seules 
que Ton peut résoudre. Nous allons voir, par une couple 
d'exemples, que, moyennant des modifications de détail, les 
procédés restent les mêmes dans Tensemble. 

Soit la matrice d'éléments quaternaires quelconques 



Oj Os ^3 ^i 

Ms 1 6, 6s ta 6, 

C| Cj C5 C4 



Elle s'annule pour les points d'une courbe gauche située 
notamment sur la surface qui annule le déterminant (1 2 5). 
Mais la matrice partielle 



N = 



04 Os ds 

64 6, 65 



représente une autre courbe située sur la même surface. Cher* 
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obons les poinls ctpmmup/s à ces deux ooqrbes, l^e^ coordlwia^es 
d'un point x qui annule le dernier tableau r^^ni epiiipatit)l«4 
en X et {A les relations 

Donc les relations 

Xtti -*- fit, -4- vc< = (t = i, 2, 3) 

sont satisfaites pour les coordonnées de ce point x, ainsi que pour 
les mêmes valeurs de X et {a et pour v «» 0. Le point x, s*il ne 
rend pa^ nuls tpus les premiçr^ mineur^ d\i déterminant (1 2 3), 
satisfait aux dernières équations en même temps qu'un seul 
^yUèwfi de valeur de ^, {x, y^ [la valeur de y est 0]. Si dope ca 
point appartient aussi à U courbe M| i| satisfait en outre à 
réquation suivante 

^4 -*- f*^4 -+- Oc^ = 0, 

et par suite il annule la matrice 

ai Ot Os Oé 
6| 6j 6j 64 

Ainsi ce dernier tableau représente tous les points communs 
aux courbes M et N. 

Il faudrait, d'Qprès ce qui précède, écarter les points x qui 
annulent tous les premiers mineurs du déterminant (1 2 3). 
Or ceci équivaut à quatre conditions en x^, x^^ X5, X4, conditions 
généralement incompatibles ; donc il n'y a aucun point à défal- 
quer (*). 



(*) Comp. GiAMBBLLi, loe, cit., p. 405. 
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La question précédente trouve son application dans la théorie 
des matrices angulaires (*) : représentons par la notation 



Al 


«Il 


^5 
0,5 


1 


On 


«1 


«21 


On 


«13 


«1 


«51 


flsî 


«55 


«3 



û 



I^ensemble des points qui annulent tous les déterminants formés 
en prenant trois des lignes )^, a^^, a^i, a^i ou trois des colonnes 
Oku ^/&2« ^kz^ ^k^ ^^ P^u^ trouver le nombre de ces points, car 
ce sont les intersections de deux courbes 

Il h au a„ a„ || = 0, || a*, a„ a« «^ || = 0, 

tracées toutes deut sur la surface | a^ a^^ 055 | =» 0. On 
cherche les points où la première de ces courbes coupe la surface 
I o;^i o>k^ a^ I = et Ton en défalque les points communs à cette 
même première courbe et à la courbe 

Il a*i flH llî =0; 
ces derniers points se trouvent par le raisonnement ci-dessus. 

7. Une matrice à / lignes et / + 2 colonnes de formes quel- 
conques représente en général un nombre fini v de points. 
Exceptionnellement, elle s*annule pour les points d*une courbe 
ou même d'une surface. De même la matrice 



M = 



«H «H fll5 «U 
«51 «M «33 «54 



dont rélément «^^ est d'ordre n^H-p^ peut s'annuler pour les 



(*) G^iAMBELLi, loe» cit., p. 405. 
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points d*une surface Sa d'ordre X, accompagnée d'une courbé 
d'ordre v(v^O). 

Disons un mot de ce cas et appelons [jl Tordre de M quand, 
étant formée d'éléments autres, mais de même ordre n^ + p^, 
elle ne représente qu'une courbe gauche. 

Les équations suivantes 

I fto» «4* Oi* «8* I «= 0, I Cm fli* flj* 084 I =» 

représentent deux surfaces ; si les formes 6o^ et Cg^ sont d'ordre 
p^, ces deux surfaces sont chacune de degré n^ + n^ -«- fis -i- p^ 

"*■ Psi "*" Ps "** Pi ^" ^^ "*" ^P* Chacune d'elles se décompose en 
la surface Si et une autre surface d'ordre Su -♦- 2p — X; 
appelons ces dernières ^Xn^ip-^i ^t S^jn+s^-a* ^® '^ résulte 
d'abord que X ^ 2n -«- 2p. Supposons que Ton puisse choisir 
les formes fro^ ^^ ^Qk de manière que ces deux surfaces résidues 
n'aient en commun qu'une courbe ou un système de courbes; 
il est clair que généralement cela est possible d'une infinité de 
manières. 

Considérons alors la matrice 

N s II 6o* c^k «1* «î* ûj* Il é 

D'après le n^ 2, pour trouver les points qui l'annulent, il faut 
chercher d'abord la partie de l'intersection des deux surfaces 
d'ordre £n -«- Sp qui n'annule pas M; cette partie est l'inter- 
section totale des surfaces Sj^+jp^^ et ^\n+^^Xy d'où l'on a 
défalqué la courbe d'ordre v annulant M. Ensuite il faut chercher 
les points qui annulent à la fois Sa (donc M) et N et, pour cela, 
chercher l'intersection de Sa avec la surface Ifro^Coy^af^a^il «=«0 
et en défalquer, s'il y a lieu, la courbe gauche d'ordre tc, qui 
pourrait annuler la matrice || a^^ a^A ||r Finalement N s'annule 
pour une courbe gauche d'ordre 

{In -+- 2p — a)* — V -V- xÇLn -^ Ip — n^) — t,. 
Mais, d'après la remarque qui termine le n° % on peut calculer 
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Tordre de la courbe If eomme si la malfice M ^*liiinuUit seule- 
ment pour une courbe gauche d'ordre [x, et Ton è û&tit 

(2n -♦- 2p ^ X)* — y -¥■ A(2» -+- 2fi — «,) — 3r> •** (2n -♦- Sjp)* — f», 

d^où 

Tj —» X* — A(2« + 2p + fis) -«- fA V. 

On trouve des valeurs analogues pour ic^ et tc^ et, comme ces 
quantités sont positives ou nulles, il en résulte que (jl — v est 
au moins égal à la plus grande des quantités 

x{2n -♦- 2p -+- fi, — A). 

De plus, quand les nombres n^ sont différentSi il y a au 
moilis une des quantités n^ qui e6t différente de zéro, e*e8t-k«>dire 
au moins utie des matrices partielles, à deux lignes et qtiatfe 
colonnes, extraites de M, qui s'annule pour une infinité de points. 



La cubique gatsche. 

8. Dans le chÉpitre III de notre Étude de quelques surfaces 
algébriques engendrées par des courbes du second et du troisième 
ordre (Gand, Hoste, et Paris, Gauthier- Villars, 1902), nous 
avons étudié une gerbe de cubiques gauches au moyen d*uâe 
notation qui équivaut à ce qui suit : 

Si a^, b;^,... teptésentent des formes linéaires quaternaires 
quelconques, les relations 



o, 6, c, 

< K c: 



= 



représentent la cubique gauche la plus générale. 

Le système de ses bisécantes est donné par les équations 

Aa, -♦- f*6jj -♦- vc, = 0, 



(«3 ) 

Si Ton fait précéder la matrice d*une ligne de constantes 
arbitraires, a, ^^ y, on a Téquation 






K ci 



^0 



du réseau des quadriques circonscrites à la courbe. 

L*arrangeinent en colonnes et en lignes de la matrice donnée 
correspond aux deux modes de génération de la courbe, comme 
lieu des intersections des plans homologues de trois faisceaux 
f»rojectifs et comme lieu des intersections des rayons homo- 
logues de deux gerbes projectives. Les équations des bisécantes 
montrent que ces droites sont les intersections des plans homo- 
logues de ces deux gerbes. 



9. L'évanouissement de la matrice 









«;' 



6; 



■'m 






OÙ II, by c, d sont des constantes et les autres éléments des formes 
linéaires, représente aussi une cubique gauche située sur les 
quatre quadriques (a6!pC^) = 0, (ab'^d'^) = 0, (ac'Jlx) «» 0, 
(6c^^) »»0. Ces équations ne sont pas indépendantes, car on a 
ridentité évidente 

« (a6cX') « a(*cX') — *(acX') -4- c(a6X') — d(abX). 

Le système des quadriques circonscrites à la courbe peut se 
représenter en faisant précéder la matrice d'une ligne de con- 
stantes arbitraires a, P, y, d. 



I a û ai ai' I 



0. 



L'identité qui précède montre que ce système, malgré ses 
quatre paramètres, n'est que doublement infini. 



( 2*) 

L'évanouissement de la matrice considérée ici exprime que 
les relations 

aXi -f- 6Xj -♦- cXs H- dXi —> 0, 
a^X, -t- 6;Xt -4- <?:X5 -H rf:X^=0, 
ai'Xi + 6;'X, 4- c;'X, -t- rfi'X^ « 

sont satisfaites pour un faisceau de valeurs des X^. 

Par exemple, si les éléments de la deuxième et de la troisième 
ligne de la matrice sont les dérivées partielles de deux formes 
quadratiques, on voit que le lieu des points dont les plans 
polaires relatifs à deux quadriques se coupent dans un plan 
donné est une cubique gauche. 

Si les X,- sont des paramètres arbitraires, les trois relations 
précédentes représentent les bisécantes de la cubique. 

On peut multiplier par une même forme linéaire quelconque 
Pjgy les éléments de la première ligne de la matrice || a a^.a^ ||. 
Alors, si un point x annule la matrice sans annuler p^, il existe 
une même relation linéaire entre les éléments, tels que apjgy a^, 
a'J^ de chaque colonne. Donc, si quatre gerbes collinéaires ont 
leurs sommets dans un même plan et admettent ce plan comme 
élément correspondant commun, le lieu des intersections de leurs 
plans homologues se compose du plan considéré et d'une cubique 
gauche. 

Si dans la matrice || a a^ a'^ ||, a, 6, c, d sont quatre para- 
mètres arbitraires, on a un système linéaire de oc^ cubiques 
gauches, système que Ton peut appeler un complexe de cubiques; 
toutes les courbes de ce complexe passent par les quatre points 

Les considérations ci-dessus s'étendent aisément. Ainsi Téva- 
nouissement d'une matrice à cinq colonnes, ayant deux lignes 
d'éléments constants et deux lignes de formes linéaires, repré- 
sente une cubique gauche. Donc le lieu des intersections des 
plans homologues de cinq espaces collinéaires ayant deux plans 
correspondants communs se compose de ces deux plans et d'une 
cubique gauche. 
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Plus généralement, une matrice à 1 + 1 colonnes et I lignes, 
dont deux de formes linéaires et les autres de constantes, s'annule 
pour les points d'une cubique gauche: Mais, à moins de se placer 
dans un espace à plus de trois dimensions, on ne trouve plus 
d*interp^éta(ion géométrique. 

10. L'évanouissement de la matrice 

Il a 6. c. rf. Ilî 

représente aussi une cubique gauche. Donc le lieu des points de 
rencontre des rayons homologues de (rois espaces projectifs ayant 
un plan correspondant commun est une cubique gauche. 

Cette courbe est située sur la surface cubique {b^Cj^^c) «==» et 
sur le réseau de quadriques 






X 


f* 


V 


a 


6. 


c. 


à. 


a' 


6: 


c: 


d'. 


a" 


6;' 


<' 


d'J 



= 0. 



Ces quadriques coupent encore la surface cubique suivant 
les 00^ cubiques gauches 






d. 



dL 



b'J 



d'. 



ff 



= 0, 



qui constituent, sur la surface du troisième ordre, un réseau, 
tandis que la matrice initiale || a b^ c^ d^ || "=" 0, où a, a\ a'^ sont 
des paramètres variables, représente le réseau conjugué (^). 
Si les équations 

/6, -♦- mc^ -♦- iirf,= 0, IV, -¥• mc'j, -t- fidi= 0, Ib'J -+- mc'J -+- nd'J==^ 



(*) Comp. Reti, Math. Ânn,^ t. LV, p. 261, en note. 
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représentent trois plans passant par une même droite, ùù voit 
iras peine que cette droite est biséeante de toutes les cubiques 
du réseau || a bj^ c^. d^ || et qti^elle est tout entière sur la surface 
eubique (bj^Cjgdjg) =» 0. 

L'élimination de x^, x^^ ^5, x^ entre les trois dernières rela- 
tions, c'est-à-dire la condition pour qu'elles soient vérifiées 
par ooi systèmes de valeurs des œ, conduit à l'évanouissement 
d'une matrice à trois lignes et quatre colonnes de formes linéaires 
en /, m, n. Nous savons qu'une telle matrice s'annule pour six 
systèmes de valeurs de l, m, n. D'où ce théorème connu : Sur 
une êurfacê du troisième orêrê, toutes les cubiques d'un même 
réseau ont en commun six bisécantes formant la moitié d'un 
double-six de la surface. 

Deux cubiques d'un même réseau, caractérisées respectivement 
par les valeurs a, a', a" et a^, a|, a,'' des paramètres, ont un seul 
point commun, défini par les relations 

Il a (ï| 6, c, d, llî = 0, 

lesquelles équivalent aux trois équations de plans 

\ a fli 6, I = 0, \ a 04 c, I ate 0, \ a a^ d, j = 0. 

Ce que nous avons dit au n*" 6 de la matrice angulaire conduit 
à cet autre résultat connu, que deux cubiques de deux réseaux 
conjugués ont cinq points communs, définis par les relations 

I A p y 

a 6, c. c/. 



a' 



a 



rr 






ft 



à'. 
d'J 



= 0, 



et que deux cubiqu»* de deux réseaux conjugués sont sur une 
même quadrique, dont voici l'équation : 





a 



a' 



a 



1/ 



X 

b'J 



e'. 



d'. 

d'. 



= 0. 
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Les oofididérations oi^deséos 6*éténd6m èfsémmt. Arnsi, ta 
mmke 

Il a 6 c, d, c. ||} 

8*annule pour une cubique gauche située sur un réseau de 
quadriques dont on obtient Inéquation en faisant précéder la 
matrice d*ane ligne d^éléments 0, 0, \ (x, v. 

Elle est aussi située sur un réseau de surfaces cubiques, oomme 
on verra plus loin. Le système de ses bisécantes est 

Il a 6 te, -f- md, -♦- ne, ||| == 0. 

Plus généralement, toute matrice à 1 lignes etl -v- i cùtonnes 
représente une cubique gauche sil — 2 colonnes sont formées de 
constantes et les trois autres de formes linéaires. 



Goui^be du sixième ordt*e. 

11. Étudions la courbe annulant tine tn&triûe à trois lignes 
et quatre colonnes de formes linéaires. Ses propriétés ont été 
exposées par M. Schur (*), et nous ne démontrerons guère de 
VéHtés nouvelles. Pôtirtant, les développements qui suivent sont 
plus qu'une paraphrase algébrique des recherches de M. Schuf : 
une bonne partie de nos raisonnements s'applique à la matrice 
de / lignes et / + 1 colonnes, si bien qu'il suffira d'énoncer les 
résultats. 

L'évanouissement de la matrice 



o. 


6. 


c. 


rf. 


a'. 


b'. 


c: 


d'. 


«:' 


K' 


c'.' 


d'/ 



représente une tmrbè gauche eg, d'ordre 6 et de genre 3. Elle a 



n Math. Ann., t. XVIH. 
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donc sept points doubles apparents; en d*autres termes, ses bise- 
cantes forment une congruence d'ordre 7 et de classe 15. Diaprés 
une formule connue, le rang de la courbe est 16. 
Pour tout point de c^, la relation 

et les trois analogues sont compatibles en \ V^ X''. Donc, ta 
courbe est le lieu des intersections des plans homologues de quatre 
gerbes collinéaires. 

Un système de valeurs de X, X', X'' ne donne un point de Cg 
que si Ton a la relation suivante, obtenue en éliminant x^, x^, 
x^, X4 des quatre égalités ci-dessus, 

I So,A SM Sc,A Srf,A |} = 0, 

Sa^X désignant a^X -♦- a/V + a/^V\ etc. Si X, X', X'' sont des 
coordonnées homogènes dans un plan, Téquation précédente 
représente une courbe du quatrième ordre. Donc, la courbe Cg 
a une correspondance unidéterminative avec une quartique plane. 



12. En faisant précéder la matrice d'une ligne de constantes 
^} P, Y> ^9 on a réquation 

I a a, a; ai' I « 

représentant oo^ surfaces cubiques S3 qui passent par Cg. 

D'après nos préliminaires, les équations de deux de ces 
surfaces, caractérisées par les paramètres a, p, y, 5 et a', P', y', S', 
équivalent à 

||« «' a, a; «;'||ÎX|| a. a^ a'J ||} « 0. 

Donc deux de ces surfaces Sg se coupent suivant Cg et suivant 
une cubique gauche (n° 10). Chacune de ces cubiques gauches 
coupe Cq en huit points (n^ 5). 
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La relation 

ma, 4- nb, 4- pc, -i- qd, =* 

t ■ ■ 

et les deux analogues sont vérifiées, pour tout point x non situé 
sur la courbe Cg, par un seul système de valeurs de m, n, pi q. 
Or la forme maj^ -♦- nb^^ ■+• pCj^ -♦- çd^ et les deux analogues 
peuvent remplacer une colonne quelconque de la matrice repré- 
sentant Cg. Donc, dans le mode de génération du numéro précé- 
dent, un point quelconque de l'espace peut être pris pour sommet 
d'une des quatre gerbes projectives engendrant Cq. 

Au contraire, pour un point x de la courbe Ce, la relation 
ma^p -♦- nb^ -^ pCj^ -^ qd^ c= et les deux analogues sont satis- 
faites par un faisceau de systèmes de valeurs de m^ n, p, q. Donc, 
la courbe Cq est le lieu des points de rencontre des rayons homo- 
logues de trois espaces profectifs superposés. 

La courbe Cq n^apas de quadrisécantey parce qu*une telle droite 
devrait être sur toutes les surfaces cubiques S5 et Tintersection 
de deux de ces surfaces ne se compléterait pas par une cubique 
gauche. 

Nous allons nous occuper des trisécantes de la courbe. Elle en 
a une infinité simple. Le cône perspectif à Cg et ayant son sommet 
sur la courbe est du cinquième ordre et de genre 3; il a donc 
trois génératrices doubles. Ainsi, par tout point de Cg, il passe 
trois trisécantes. Les trisécantes engendrent une surface qui 
admet Cg pour courbe triple. 

Soit P un point quelconque hors de Cg. En écrivant qu*une 
des surfaces 85^ | a a^^ a^ a^' | =0 passe par ce point, on 
établit une relation, non identique, entre a, ^, y, 8. Donc, par 
un point non situé sur la courbe^ on peut mener un réseau de 
surfaces S5. 

Prenons, dans ce réseau, trois surfaces n*appartenant pas à un 
même faisceau et caractérisées par les valeurs a', p', y', 8' ; 

a", P", r"» S"; a"'i P'". T'"> S'" des paramètres a, p, y, 8. Les 
points, hors de Cg, communs à ces trois surfaces sont fournis par 
les relations 



lesquelles équivalent aux trois équations de plans 

I «' «" a"' a. I « 0, I a' a" «'" < | = 0, | a' a" a'" <' | — 0, 

^n général, trois plans n*ont qu*i}o point comoiun, Dow 
iroù surface Ss, n'appartenant pas à un même faisceaUf n^ont 
gmérolement qu'un point commun hors de la courbe. 

Mais si le point P a été choisi sur une trisécante, celle-ci est 
tout eotièri^ sur les oo^ surfaces S3 passant par Ce e| par P» donc 
aussi sur les trois phm dont on vient d'écrire les équations* 

Ces équations sont de la forme 



ma. 


-4- 


nb. 


-^pc, -t- 


qd,=-= 


0, 


nta^ 


-+- 


nb'. 


+ pc;-«- 


qdl^ 


0, 


ma'J 


+ 


nh'. 


' -¥ pc'J 


^qd'J 


= 0, 



Réciproquement, si trois égalités pareilles représentent trois 
plans passant par une même droite g^ ce qui peut arriver 
pour 00* systèmes de valeurs de m, n, p, 9, cette droite est une 
trisécante. 

En effet, la matrice initiale peut se remplacer par 

Il ma, -4- nb, -4- pc, -4- çrf, 6, c, rf, ||J 

et les trois points où la droite g rencontre la surface cubique 
\ bje Cjc dx\ '^^ ^ annulent la matrice et sont donc sur c^. 

Les trois plans dont les équations viennent d*étre écrites 
ci-dessus passent par une même droite quand m^ n, p, q vérifient 
les relations suivantes, obtenues par élimination des x : 

Il Haim YàO^m ^a^m YàO^m || f «= 0, 

^a^ désijgnant a^i -^ bfii -^ Cip •+- d,q. Or, on peut regarder m, 
n, p, q commd les coordonnées tangeptielles d'un plan variable 
dans un des espaces collinéaires qui engendrent Cq. Donc, dans 
chacun des trois espaces projectifs qui engendrent Cq, les plans 
qui coupent leurs deux homologues suivant une même droite 
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ewehppent u$u! développabU de sixième classe, réciproque de c^ 
et les droites en question forment le système des trisécanles de Cq. 
La reLation 

ma^, -♦- nbg -♦- pc^ -+- qd, = 

et les deux analogues établissent une correspondance uniditer- 
minalive entre les points de eg et ses triséeantes. 

Une droite quelconque, intersection de deux plans Uj^ et Vjgy 
rencontre une trisécante (m, n, p, q) si l'on a 

Ij I,a/n J^aim Jio'/m u, v, \\[ ^ 0, 

et, puisque la droite (;», n, p^ q) est une trisécante, on a 

Il lla^m Jla'tm Jla'/m \\\ = 0. 

D'après nos préliminaires, ces deux matrices s'annulent pour 
huit systèmes de valeurs de m, n, p, q. Donc une droite quel- 
conque rencontre huit triséeantes, ou la surface des triséeantes 
est du huitième ordre. 

13« Trois surfaces S5 ont, avons-nous dit, généralement un 
point P commun hors de Cq. Une de ces trois surfaces coupe 
chacune des deux autres suivant une cubique gauche. Ces deux 
cubiques gauches, ayant un point commun P, ont six bisécantes 
communes, situées sur la première des trois surfaces S3, et cou- 
pant encore une fois les deux autres, évidemment sur c^. 

Il n'y a point de conique coupant Cg en six points, car, par un 
point hors de Cg, situé sur une conique pareille, on pourrait 
mener un réseau de surfaces S^ ayant en commun la conique 
considérée; alors des plans tels que 

devraient coïncider, ce qui s'expriiperait par six conditions, entre 
lesquelles on pourrait éliminer m, n, p, 9, et il resterait des* 



• "" î 



^•••i 
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relations entre les coefficients des formes de la matrice initiale, 
circonstance qui ne se réalise que dans des cas particuliers. 

Un raisonnement analogue montre que deux trisécantes ne 
peuvent pas se rencontrer hors de la courbe Cq, 

D'après ce qui précède, pour que deux points hors de Cq 
déterminent un faisceau de surfaces S^, il faut et il suffit que 
ces points ne soient pas sur une même trisécante. En d'autres 
termes, par deux points extérieurs à la courbe, il passe ou bien 
une trisécante, ou bien une cubique coupant huit fois Cg. 

De là résulte que l'équation {ctaj^a^j^a'^) =» représente toutes 
les surfaces cubiques passant par Cq. Soit, en effet, T5 une 
surface quelconque du troisième ordre passant par la sextique. 
Par deux points de T5, non situés sur c^ ni sur une de ses 
trisécantes, on peut mener une cubique octosécante c^; celle-ci, 
ayant dix points sur T3, est tout entière sur cette surface; les 
courbes Cq et c^ forment la base d'un faisceau de surfaces S5; 
T5 appartient à ce faisceau et, par suite, au système des 
surfaces S3. 

Par trois points hors de c^, non situés sur une même cubique 
octosécante et dont deux ne sont pas sur une même trisécante, on 
peut faire passer une surface S5 et une seule. 

Par deux points hors de Cq et situés sur une même bisécante, 
on peut mener un faisceau de surfaces S5. La base de ce faisceau 
ne peut se compléter par une conique, car celle-ci devrait couper 
six fois c^; donc cette base se complète par deux trisécantes qui 
rencontrent la bisécante. Ainsi, toute bisécante est rencontrée par 
deux trisécantes; ceci confirme que la surface des trisécantes est 
du huitième ordre. 

Réciproquement, par deux trisécantes on peut faire passer un 
faisceau de surfaces S5 dont la base se complète par une bisécante 
rencontrant les deux trisécantes. 

Deux surfaces S5 passant par une même trisécante se coupent 
encore suivant une conique qui s'appuie sur la trisécante et qui 
coupe cinq fois Cg. Réciproquement, toute conique coupant cinq 
fois Ce est rencontrée par une trisécante. 
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14. Faisons précéder la matrice définissant c^ d'une colonne 
de constantes déterminées X, V, X'\ Le tableau 

Il ^ a« 6. c. Il 

s'annule pour quatre points de Cg. Ces quatre points vérifient 
aussi réquation suivante, quels que soient a, ^^ y, 8 et 

a', p', r'. 8' : 



Q 






a 


P 


r * 





«' 


P' 


r' *' 


A 


«, 


6. 


c, d. 



y a', 6; c; di 

ci' di' 



,'/ 1.'^ 



0, 



Or cette équation représente une quadrique circonscrite à 
une cubique gauche variable coupant huit fois c^, 

||« «' a. «: fli'||î-»0. 

En faisant varier 1, V, X'\ on a donCy sur Ce» oo^ quadruples 
de points tels que chacun de ces groupes peut être réuni, par une 
quadrique, à toute cubique gauche coupant huit fois Cg. 

Un quadruple est déterminé par deux de ses points. 

Un quadruple est aussi Tintersection de Cg avec la courbe 
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a. 


6. 


«, 


d. 
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a'. 


b'. 


ci 


di 


A" 
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K' 


ci' 


d'J 



=»0. 



Celle-ci est une cubique gauche de la surface cubique 

1 « a. oi ai' 15 — 
et est conjuguée, sur cette surface^ de la cubique octosécante 



Il a «' a, ai a'J g = 0, 
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ce ^ui est évideiït géoœélriquemeot, puisque sur une surlace 
du troisième ordre, deux cubiques gauches de systèmes con- 
jugués appartiennent à une même quadrique. 

Une cubique gauche odesécante peut dégénérer en deux tri- 
sécantes accompagnées de la bisécante qui les coupe. Donc, les 
droites menées des points d'un qiuidruple et s' appuyant sur deux 
trisécantes quelconques sont hyperboloïdiques et marquent, sur 
les deux trisécantes^ des rapports anharmoniques égaux. Par 
suite aussi, le rapport anliarmonique des plans qui projettent un 
quadruple donné d'une trisécante quelconque est constant. 

Soient A et B deux points d'un quadruple A, B, G, D; 
soit t une des deux trisécantes rencontrant AB, et soit V une 
trisécante quelconque ne rencontrant ni AB, ni CD. La qua- 
drique menée par t, t', A, B, G, D contient tout le plan 
((y AB) et comme, par hypothèse, t' et CD ne sont pas dans un 
même plan, Tun des points G ou D est dans le plan (/, AB). 
Donc, les points qui complètent le quadruple contenant A et B se 
trouvent de la manière suivante : chacune des deux trisécantes 
qui coupent AB détermine, avec AB, un plan qui coupe encore Cq 
en un des points cherchés C, D. 

Une cirbique octosécante peut dégénérer en trois trisécantes 
se rencontrant en un point de Cg. Donc, les trois trisécantes 
issues d'un même point de la courbe et quatre points d'un qua- 
druple sont toujours sur un cône du second ordre. 

Chaque quadruple étant défini par un système déterminé de 
valeurs de X, X', X", les quadriques Q qui unissent deux cubiques 
octosécantes fixes à tm quadruple variable engendrent deux 
réseaux projectifs, 

15. Lorsque les éléments de chaque ligne de la matrice 
représentant Cq sont des dérivées partielles d^une forme qua- 
dratique, on a un cas particulier, donnant la solution de la 
Question 1954 des Nouvelles Annales de mathématiques : 

La courbe e^ est alors le lieu des sommets des cônes contenus 
dans un réseau de quadriques; la conjuguée d'une droite fixe L 
relative aux quadriques du réseau décrit la congmence des 
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Sisécantes d'une des cubiques gauches coupant huit fois e^. Si leê 
conjuguées cCune droite A fassent par un même points eelui-^i 
décrit la sextique c^ et A en est une trisécante. 

De la question corrélative, nous ne retiendrons qu'un cas par- 
ticulier, à titre d'exemple : celui d'un réseau tangentiel de 
surfaces de seconde classe, dont Tune est le cercle imaginaire 
de rinfini, c'est-à-dire un faisceau tangentiel F de quadriques 
accompagnées de leurs homo focales. Les plans principaux enve- 
loppent une dévehppable de sixième classe y^. Les conjuguées 
d'une droite A par rapport à toutes ces surfaces sont des droites 
dans deux plans d'une développable de troisième classe y^. Cha- 
cune de ces Y3 touche huit plans tangents de y^. Lorsque toutes 
ces conjuguées de A sont dans un plan^ nécessairement perpendi- 
culaire à 1^, ce plan enveloppe y^; toutes les droites à jouissant 
de cette propriété engendrent une surface réglée du huitième 
ordre. 

La représentation analytique de Cg soulève des questions 
nouvelles, notamment la recherche Aes formes invariantes de 
douze formes linéaires propres à représenter des figures liées à 
la courbe c^; par exemple on peut chercher l'équation de la 
développable osculatrice ou celle de la surface des trisécantes. 
Nous sommes obligé de différer ces développements pour ne pas 
faire de digression dans le présent travail. 

16. L'évanouissement de la matrice 

Il a 6. c, d, e, ||}, 

où les éléments de la première colonne sont des constantes et 
les autres des formes linéaires, représente aussi la courbe c^ que 
nous venons d'étudier dans les numéros précédents. Ici cette 
courbe est située sur la surface S4 du quatrième ordre 






I *. Cs rf, e, \ ^0. 
Si les paramètres a, a', a'', a'^' sont variables, on a un systènjie 
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de 00^ courbes Cg sur la même surface S4. Une de ces courbes 
est encore située sur les oo^ surfaces cubiques 



R,= 
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qui coupent S4 suivant les oc^ courbes du sixième ordre 



m K K b'J 6r||} = 0, 



lesquelles forment le système conjugué du précédent. 

Deux courbes Cg de même système, caractérisées par les para- 
mètres a y a\ o!\ a'" et n^ ai, a[\ a[" ont des points communs 
vérifiant les relations 



a ai 6. c, dg e, ||} =» 0. 



D*après nos préliminaires, ces relations équivalent aux 
suivantes : 



a 6. c. d. e. Il = 0, j a ai 6, e, j = 0, 



d*où il faut défalquer les solutions communes à 



a 6, c, d, e-. Il « et || a 6, a, || = 0. 



Les premières de ces relations sont vérifiées par douze points; 
les dernières représentent Cg et une de ses cubiques octosécantes ; 
il ^este donc quatre points. Ainsi, deux courbes Cq de même 
système sur S4 se coupent en quatre points^ formant un quadruple 
sur chacune de ces courbes. 

Deux courbes Cq de système opposé ont aussi des points com- 
muns, annulant la matrice angulaire déduite du déterminant R5 
par suppression de l'élément 0. D'après nos préliminaires, le 
nombre de ces points e^^uatorze. 
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CSonrbe du dixième ordre et courbe d'ordre ^ t" ■ • 

17. On généralise sans peine les points principaux de la 
théorie exposée au paragraphe précédent. L'évanouissement 
d*une matrice à quatre lignes et cinq colonnes de formes linéaires 
représente une courbe gauche du dixième ordre, C|o, rencontrée 
aussi par M. Schur. C'est le lieu des points communs aux plans 
homologues de cinq espaces projectifs superposés. L'arrangement 
en lignes de la matrice ne donne pas de génération géométrique^ 
si Ton se limite à l'espace à trois dimensions. 

La courbe C|o est sur oo^ surfaces du quatrième ordre; tinter* 
section de deux de ces surfaces se complète par une courbe Ce (du 
paragraphe précédent), coupant C|o en. vingt points. Trois de ces 
surfaces du quatrième ordre ont en général quatre points com* 
muns; ces quatre points sont sur oo* courbes cq et forment, sur 
chacune d'elles, un quadruple. Le genre de la courbe C\q est onze; 
elle a vingt-cinq points doubles apparents; par tout point de la 
courbe passent sept trisécantes. 

Il existe, sur la courbe C|o, oo^ groupes de dix points dont 
chacun peut être réuni, au moyen d'une surface cubique, à une 
quelconque des courbes c^ qui coupent vingt fois C|o ; chacun de 
ces groupes de dix points est déterminé par trois de ses éléments. 
Ces groupes de dix points sont les intersections de c^q avec des 
courbes c^ situées sur les surfaces quartiques contenant c^q et 
conjuguées, sur ces surfaces, des courbes Cq qui coupent vingt 
fois CiQ. 

Sur une surface du cinquième ordre représentée par un déter- 
minant de vingt^cinq formes linéaires, on a deux systèmes 
conjugués de oo* courbes c^q. Deux courbes d'un même système 
se coupent en dix points, formant sur chacune d'elles un groupe 
défini ci-dessus. Deux courbes de système opposé se coupent en 
trente points. 

18. Sans qu'il soit nécessaire d^insister^ on voit comment 



tout ceci se généralise et pourquoi les extensions analytiques 
portent plus loin que les figures auxquelles peut atteindre la 
géométrie synthétique quand elle se restreint à l'espace ordinaire. 

Si, dans la matrice, il y al lignes etl -*• i colonnes de formes 
linéaires, la courbe représentée est d'ordre — ^ et de genre 
î (1 — 2) (1 — 1 ) (21 -H 3) ; le nombre de ses points doubles 
apparents est^(l — ^)l(l + i) (31 — 2). 

La courbe est sur oo^ surfaces d'ordre l ; deux de celles-ci se 
coupent encore suivant une courbe d'ordre -^ — rencontrant la 
courbe donnée en^(\ — i) 1(1 -f- i) points. 

Sur la courbe considérée, il y a oo*"* groupes de-^(l — 1 ) 1 (1 -♦- 1 ) 
points, dont chacun peut être réuni, par une surface d'ordre l, 
à une des courbes d'ordre -^ — définies ci-dessus. 

On peut envisager, 9ur une surface d'ordre I -^ 1 , deux 
systèmes conjugués de courbes d'ordre ^ 1(1 + 1) : deux courbes 
de même système se coupent en^(l — 1) 1(1 -4- l) points; deux 
courbes de système opposé on^ g (I h- 1)1 (21 -4- 1) points com- 
muns (*). 

Courbe du ein^nièma ordre. 

19. Dans ce paragraphe et les suivants, nous examinerons 
des tableaux rectangulaires contenant des formes non linéaires. 
Conftine premier exemple, posons 



«î b, c. 

a? b', c: 



0. 



(*) [M. C. Sbarb a publié un article Sur la génération profeetive des 
surfaces cubiques (Archiv dbr Math. u. Pbvs., 3* série, t. X, 4906, 
fasc. .3 et i) ; Tauteur appelle Pattention sur les variétés algébriques qui 
peuvent être représentées par des matrices à éléments linéaires et cite une 
large étude de M. Rbyb, Ueber linearc Mannigfalttgkeiten, etc. (Jouryt. f. 
Math., t. CIV à CVIII, i889 et suiv.); dans ce dernier travail, l'exposé est 
constamment synthétique, sauf dans un des derniers paragraphes, où 
4}u«lqttes-uns des résultats obtenus sont traduits sous- forme algébrique.] 
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Ces relations représentent une courbé gatêche c^ du einqutëme 
ordre et de genre 2, ayant donc quatre points doubles apparents. 

M. Timerding a étucNé cette figure surtout au point de vue de 
ses relations avec les fonctions abéliennes (*). 

Lm courbe e^ est k Keu des mterseçfUms des ilimevUs homologues 
de deux faisceaux profectifg de plans ei d*un faisceau de quih- 
driques projectif aux précédents, EHe est done aussi le lieu des 
imierseetions d^un faisceau de quadriques et d*un système réglé 
profectifs entre eux. 

Si Ton multiplie bj^, V^ par une ménae forme linéaire m^^, et 
c^, éje par une autre forme linéaire n^, rarrangemeol en lignes 
eu tab^ea» ei-dedaus donne un mode de génération de c^ acses 
pénible à énoneer; mai» sf Ton multipfie les quatre éléments 
ftr, fr^f c^, (4 P^r «ne même forme linéaire m^^ on voit qite ki 
courbe c^ est engendrée de la manière suivante : on a deux 
réseaux projectif de quadriques ayant chacun une conique com- 
mune et ces deux coniques étant dans un même plan (a]^, m^^ et 
^x9 n^x); deux quadriques quelconques du premier réseau se 
coupent encore suivant une conique c^ ei les quadriques homotogues 
du second réseau se coupent encore suivant une conique c^; le 
lieu des points communs aux coniques Ct et c, est la courbe C5. 
Si Wjf est le plan de Pinfini, on a deux réseaux projectifs de 
quadriques semblables. 

La courbe C5 est Tintersection partielle de la quadrique 
M^ — ^J^x =« el de la surface cubique a^fr^ — a'*bj^ -» 0, qui 
ont encore en commun la droite, intersection des plans b^ ei b'jg. 

Réciproquement, si deux surfaces du deuxième et du troisième 
ordre se coupent suivant une droite et une courbe du cinquième 
ordrCy celle-ci annule une matrice comme ci-dessus. En effets la 
droite commune étant prise comme arête arior^ du tétraèdre de 
référence, les équations dea surfaces peuvent être mises sous la 
forme 

ocif— x,y -* 0, x,p ~ x^ = 0, 



(*) Joum.f. Math., 4901. 
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fei<f étant du second degré, p et 9 du premier. D*où 



f p x^ 
f q Xi 



0. 



La quadrique b^c, — b^e, «» est évidemment la seule surface 
du second ordre circonscrite à C5. Ses génératrices rencontrent C5 
aux points où elles percent la surface a^6^ — a'^bj^^' sans y 
rencontrer la droite (66'); donc toutes les génératrices de même 
système que (bb') sont des trisécantes et les autres des bisécantes. 

Toute trisécante de C5 rencontre en trois points la quadrique 
bjgc'j, — ft^c^esaO et se trouve tout entière sur cette surface, 
c^est- à-dire que l'un des systèmes réglés de cette quadrique con-- 
stitue le système complet des trisécantes de la courbe. Les généra- 
trices de l'autre système, étant des bisécantes, donnent sur C5 
une correspondance unidéterminative et involutive de points. 
Appelons G2 un couple quelconque de ces points correspondants; 
nous y reviendrons bientôt. 

20. En appelant a^^ une forme linéaire quelconque, ^ ei y 
des constantes, on a les oo^ surfaces cubiques circonscrites à C5 



al 

ai* 



6. 

6; 



ci 



0. 



Chacune des surfaces cubiques circonscrites à C5 contient une 
trisécante de la courbe, savoir la droite représentée par 



p 6. 6; 



r c. 



— 0. 



Deux de ces surfaces cubiques, caractérisées respectivement 
par a^ ^, y et par a^, ^^ /, complètent leur intersection par la 
courbe 



a 
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p 
p' 



r 
r' 

cl 



0. 
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D'après nos préliminaires, cette courbe coupe c^ en huit 
points. C*est d'ailleurs une biquadratique, intersection de deux 
surfaces du second ordre, 



. p y 
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ij 6, e. 




<* 6i ci 



0. 



Lorsque ^ : p'>» y : y'^» A, ces deux quadriques ont en 
commun la droite que voici^ trisécante de C5, 



P 6. K 



r e. 



c; 



0; 



elles dégénèrent alors en deux plans {olJ^' — ^x^){px -f) ^^ 

(a;rP' — «iP) {p'x — ^)> et Tun de ces plans est commun. 
Quant aux deux surfaces cubiques, elles peuvent alors être 
représentées par 
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elles déterminent un faisceau dont un élément a pour équation 



(«.-fca:)(6^:-6ic.)«0; 



la base de ce faisceau comprend, outre C5, la trisécante en 
question et une cubique plane intersection du plan a^^ — A:â^B>0 
avec une des surfaces cubiques. Cette cubique plane perce six 
fois la quadrique 6^(4 — A^;r "=^0, savoir cinq fois sur C5 et une 
fois sur la trisécante. 



21. Trois surface» cubiques circonscriles à c^ ont générale^ 
ment quatre points coifiiiiuBSy ear la matriee 



Ag ag etg Qg 



.'« 



bL 



s'annule quand on a simultanément 
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L'inégalité est satisfaite, siâuf si Ton a ^ : p' «=» y: y'. Écartons 
cette hypothèse pour un instant. Quant aux trois égalités, elles 
représentent un plan et deux quadriques, figures qui ont quatre 
points comnauns. 

Toutefois le plan peut couper les deux quadriques suîvut 
une même conique c^, celle-ci perce alors la quadrique ft^^c^ 
— 6^c^ = en quatre points; donc c^ rencontre c^ en quatre 
points. Ou bien le plan peut couper le» deux quadriques suivant 
une même droite g et en un point extérieur P; g perce la qua- 
drique bja'jg — * Vjfijp en deux points Q et Q'; l'un au moins de ces 
points est sur c^; si Tautre n'est pas sur Cg, il est sur une trisé- 
cante, qui est alors commune aux trois surfaces cubiques (ainsi 
que la droite g). Enfin, dans le cas, exclu ci-dessus, où l'on a 
Ç>:^f ^=y : y\ deux des surfaces cubiques ont en commun une 
trisécante de Cg et ufie cubique plane coupant la troisième surface 
cubique en neuf points, dont cinq sur Cg et quatre en dehors. 

En résumé, {rots surfaces cubiques circonscrites à Cg ont, ou 
bien une conique commune coupant quatre fois C5 et pouvant 
dégénérer, ou bien une bisécante commune et un autre point 
commun, ou enfin quatre points communs, hors de c^et situés 
dans un même plan. 

Un tel quadruple de points est déterminé par trois de ses 
éléments ; car, par trois points hors de C5 on peut, en général. 
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faite pûsêer tm rèsmu de surfaces cubiques myani un quatrième 
point commun. Seulement^ si les trois points donnés sont sur 
une aiéme conique quadriséeante, ou sur une même droite uni- 
sécante, le réseau contient cette droite ou cette conique tout 
entière; et si deux des points donnés soni sur une même Usé- 
cante» le réseau contient cette droite. 

Par qtuitre points hors de c^ et n*appartenant pas à un même 
quadruple, on peut mener un faisceau de surfaces cubiques ctr- 
conscrites; ou par quatre points pareils on peut mener une 
bfquadratique octosécante de C5. Enfin, par cinq points hors dec^ 
et non situés sur une même biquadratique octosécante, on peut 
mener une surface cubique circonscrite. 

22. Le faisceau des quadriques ayant pour base une biqua- 
dralique octosécante est représenté par 
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Cette équation est vérifiée, queh que soient a^, a^, 
par tes points qtii annufent la matrice 

a^ 6, c, X 

<• « < t^ 



(3, 7, P', /, 



C«s points sont les appuis, sur c^, d^une bisécanle génératrice 
de bjfi'jc — b'jfijc\ ils forment donc ce que nous avons appelé 
précédemment un couple de points G^ sur la courbe c^. Ainsi, 
une biquadratique octosécante et un couple de points C^ sont 
toujours sur une même quadrique. 

Les quadriques qui unissent deux biquadratiques octosécantes 
fisDes à un couple mobile de points C^ engendrent deux faisceaux 
projectifs. 
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Signalons en passant deux autres formes représentant la 
courbe c^ : 
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La seconde de ces formes se rencontrera plus tard. Pour 
d, d'y d'^ variables, elle représente oo' courbes c^ situées sur 
une même surface du quatrième ordre. Deux de ces courbes se 
coupent encore en deux points, qui forment, sur chacune d'elles, 
un couple C^. 

La théorie esquissée ci-dessus de la courbe c^ peut recevoir 
rextensipn suivante : Chaque fois qu'une quadrique et une sur- 
face d'ordre n -+- 1 «e coupent suivant une droite et une courbe 
gauche c^+o d'ordre 2n -+- 1, cette dernière annule une matrice 
de la forme 

a; 6. c, 

«i- b: ci 

Cette courbe coupe n fois les génératrices de l'un des systèmes 
de la quadrique el n + 1 fois celles de l'autre. Elle est l'intersec* 
tion partielle de deux surfaces d'ordre n -«- 1 dont l'intersection 
se complète par une courbe d'ordre n^ coupant c^^^en 2n^ points; 
cette courbe d'ordre n^ est la base d'un faisceau de surfaces 
d'ordre n dont chacune coupe encore c^^^ aux n appuis d'une 
génératrice du premier système de la quadrique circonscrite 
à c^+4. 

On sait que les courbes de ce type s'étudient aussi par la 
représentation plane des quadriques. 

Goarbe du septième ordre. 

23. Dans le chapitre III de notre Étude de quelques surfaces 
algébriques engendrées par des courbes du second et du troisième 
ordre (Gand, Hoste, et Paris^ Gauthier-Villars, 1903), nous 
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avons rencontré une courbe gauche du septième ordre, lieu des 
contacts des tangentes menées d*un point aux cubiques gauches 
d*une gerbe déflnie par deux points et trois bisécantes. M. Hum- 
bert (*) avait déjà étudié la flgure plus spéciale, analogue pour 
le système de cubiques gauches par cinq points. 

Ces deux lignes sont des cas particuliers d*une courbe c^ 
étudiée, au moyen de considérations géométriques, par M. Mon- 
tesano (**); elle peut se représenter par 
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L*arrangement en lignes et en colonnes donne les deux modes 
de génération suivants : 

Étant donnés un réseau de quadriques et une gerbe projective 
de planSy C7 est k lieu des points où la biquadratique intersection 
de deux quadriques du réseau rencontre la droite commune aux 
deux plans correspondants de la gerbe. 

La courbe C7 est le lieu des intersections des surfaces homologues 
de trois faisceaux projectifs de quadriques, faisceaux spécialisés 
par ce fait que trois surfaces homologues dégénèrent en deux 
plans et que ces trois couples de plans ont un plan commun. 

D'après son mode de représentation, la courbe C7 passe 
par les huit points A^ communs aux quadriques du réseau 
Xa^ + pLa!^ + va^' et par le point B commun aux plans h, b', b''. 

Elle est située sur les 00' surfaces cubiques 
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Deux de ces surfaces se coupent encore suivant Une conique, 

II« P o; 6. ||î«o, 



(*) Joum. de V^c. polyt, t. LXIV. 

(•*) AttiAccad. Torino, t. XXVH, iS9%. 
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dtmi k plan (« P bj^ •» paue par B eê qui eoupmi c^ en sim 
pùinU, Chacune de ces coniques peut être réunie aux huit pointe 
A^ par une quadrtque. 

Puisque les éléments d*une colonne du tableau initial peuvent 
être remplacés par Xa^ -«- (la^ *t- va^' et ïbjg •«- |x6^ -4- v6^« on voit 
que iout plan mené par B coupe encore c^ en six poini$ d'mie 
conique et que toute quadrique par les pointé Ai coupe encore Cj 
en six points d'une conique. 

Par un point hors de c^, on peut mener un faisceau de surfaces 
cubiques circonscrite^^ donc aussi une conique sexasécante de C7. 
Par deux points hors de C7 et non situés sur une telle conique, on 
peut mener une seule surface cubique circonscrite^ 



S4. Il suffira d^énoncer encore quelques résultats dont la 
démonstration est une suite immédiate de nos préliminaires* 

La courbe c^ n'a pas de quadrisécante. Elle est de genre dnq 
et possède donc dix points doubles apparents. Par tout point de 
la courbe^ il passe cinq trisécantes, de sorte que la surface des 
trisécantes a la courbe C7 comme ligne quintuple. 

Voici comment on peut déterminer Tordre de la surface des 
trisécantes. Le plan 

B, s a6. -♦- A«ft; -*- v6;' — 



coupe la quadrique correspondante 



a; s AoJ -♦- fia^ f- voi 



tt% 







suivant une conique qui dégénère en deux droites quand le plan 
touche la surface, c'est-à-dire quand on a 
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0. 



La surface engendrée par ces coniques dégénérées, c'est-à-dire 



( «) 



pariw tméeantes de €7, 8*olMienK en éliminant X, {a, v entre les 
trois équations précédentes. Dont^JestmécantesdecTengmdrmt 
une surface du quinzième ordre. 
La matrice 



ai» 
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a. 
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s'annule pour un grmtpe Gg de huit points siHtés sur e^ et pouvant 
être réuni, par une quadrique, à toute conique sexaséeante. 
Comme P et les coefficients de ax peuvent être des paramètres 
arbitraires, il y a, sur c^, oo* groupes 6g. 
La matrice 
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s'annule pour une courbe ç^ eu type éâudié ci dessus. Elle est 
située sur une surface du quatrième ordre, Pour (3, y et ol, varia- 
bles, on a 00^ courbes c^ sur cette même surface. Deux de ces 
courbes se coupent en huit points, formant, sur chacune d'elles, 
un grmipe Gg. Sur ceite même surface, on a un système conjugué 
oonsHtué par oo^ courbes 



ce tmtt des courbes e^ étudiées au paragraphe précédent. Chaque 
courbe e^ coupe chaque courbe C7 en treize poinis. 

De^ développetnenÉs analogues à ee qui précède se trouvent 
sans pdae pour la courbe d^ordre fi(n •«- 1) + 1 annulant la 
BMÉiiee 
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6, 6: 



fn 









Gomme cas particulier, on a ce résultat, en coordonnées car- 
tésiennes rectangulaires : les pieds des normales abaissées d'un 
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point sur une surface f d'ardre n sont sur la courbe gauche 
d'ordre n (n — 1) ^- 1 définie par 



X — X' 
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dx 



y— y' 
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z — z' 



dz 



0. 



Courbe du huitième ordre. 



25. Considérons la matrice 



a 



X 



b7 c: 



Son évanouissement représente une courbe Cg du huitième 
ordre, formant, avec une droite (ce'), la base d'un faisceau de 
surfaces cubiques, 

a p 

al bl c. c=0. 
a;* b': ci 

La droite (ce') est une quadrisécante de Cg, et c'est la seule, car 
toute autre quadrisécante devrait se trouver tout entière sur 
chaque surface du faisceau. 

La courbe Cg est le lieu des points communs aux éléments 
homologues de deux faisceaux de quadriques et d'un faisceau de 
plans, projectifs entre eux. Ou bien, si l'on donne deux réseaux 
projectifs de quadriques, tels que deux surfaces homologues dégé- 
nèrent, tune en un plan c, et un plan p, l'autre en un plan c^ et le 
même plan p ; si c^ est la courbe d'intersection de deux quadriques 
variables du premier réseau et Ci l'intersection des quadriques 
homologues de l'autre, le lieu des points communs à des courbes 
C4 et C4 est la courbe Cg. 

Les surfaces homologues des faisceaux a| + Xb^, a, + ^b^' se 
coupent suivant des biquadratiques ayant chacune douze points 
sur Cg. 
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La courbe Cg est de genre 7 ef a quatorze points doubles appa^ 
rents. Par tout point de Cg, on peut mener huit trisécantes. 

Les droites situées sur les surfaceè cubiques circonscrites à Cg 
sont des trisécantes, sauf celles qui rencontrent (cc^) et qui sont 
bisécantes. Réciproquement, si une surface cubique circonscrite 
à Cg passe par un point situé hors de la courbe et sur une 
trisécante, elle contient cette droite tout entière. Ainsi, toute 
surface cubique circonscrite à Cg contient la quadrisécante (ce^)y 
dix bisécantes rencontrant (ce') et seize trisécantes, 

La surface des trisécantes contient Cg comme courbe octuple; 
elle est du vingt-huitième ordre; en effet, elle coupe une surface 
cubique circonscrite suivant seize lignes droites, outre la quadri» 
sécante qui doit être comptée comme une trisécante quadruple; 
donc, si X est l'ordre de la surface des trisécantes, on a 
3a; = 64 + 16 -h 4, d'où x => 28. 

On trouve de même que les bisécantes rencontrant (ce') engen- 
drent une surface du quatorzième ordre ayant c^ comme ligne 
triple et (ce') comme ligne octuple. 

Plus généralement, le symbole 



a'r 



6; 

6^» 



^x 
J 



= 



représente une courbe de V ordre mn + m + n, formant, avec 
une droite (ce'), l'intersection complète de deux surfaces , Fune 
d'ordre m -+- 1, l'autre d'ardre n -♦- 1. On énoncera sans peine 
diverses propriétés de cette courbe, surtout dans le cas où Ton 
a m = »• 

Courbe du neuvième ordre. 



26. Le tableau 



a 



1 

'X 



ai'* 



b'J 






à. 



d 



rt 



s'annule pour les points d^une courbe gauche du neuvième ordre 

4. 
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c^, li$u des intersections des éléments homologues de trois gerbes 
de plans et d'un réseau de quadriques projectifs entre eux. 

Cette courbe est l'intersection partielle de deux surfaces, l'une 
du troisième, l'autre du quatrième ordre, ayant encore une 
cubique gauche commune. Il ne passe par Cg qu'une surface 
cubique et les vingt-sept droites de cette surface forment le système 
complet des quadrisécantes de la courbe. 

La courbe est sur oo^ surfaces quar tiques. Deux de ces dernières 
se coupent encore suivant une courbe du septième ordre du type 
C7 étudié précédemment, chacune de ces courbes C7 coupe C9 en 
vingt points. Chacune des surfaces quartiques circonscrites coupe 
encore la surface cubique suivant une cubique gauche Cs qui r«n- 
contre encore Cg en onze points. Toute courbe C7 coupe, en un 
point hors de Cg, chacune des cubiques gauches C5. 

Il existe sur Cg des groupes de sept points G7, tels que chacun 
de ces groupes peut être réuni à chacune des courbes c^ par une 
surface cubique; chacun de ces groupes G^ peut aussi être réuni 
à chacune des cubiques c^ par une quadrique. Un groupe G7 est 
déterminé par deux de ses éléments. Ces groupes G^ sont les 
intersections de Cq avec les cubiques conjuguées des cubiques C3 
sur la surface cubique circonscrite; ce sont aussi les intersections 
de Cg avec des courbes C5 (voir n® 19), formant, sur les surfaces 
quartiques circonscrites, le système conjugué des courbes C7. 

Jacobienne d'un système de surflu^s. 

27. Les courbes dont nous avons dit un mot dans les para- 
graphes précédents sont de simples exemples d'application des 
formules préliminaires. La liste de ces figures est loin d'être 
épuisée et, pour chacune, il serait facile de multiplier et de 
préciser les résultats. Nous avons, dans les esquisses précédentes, 
traité des questions assez diverses pour légitimer l'étude séparée 
de chaque figure; nous avons, d'autre part, résolu assez de 
problèmes communs pour qu'on devine la possibilité de les 
étendre au cas le plus général. Pourtant, les formules relatives 
à ces cas généraux ne paraissent pas fort intéressantes; nous 
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nous borneroDs à donner un exemple de cette extension en 
considérant le déterminant rectangulaire de Jacobi. 

Pour la Jacobienne d'un réseau de surfaces, L. Cremona 
(Preliminari) a déduit la définition, le degré et d'autres pro- 
priétés, de considérations géométriques. Quelques auteurs, tels 
que 6. Salmon la représentent par un tableau rectangulaire; 
mais il ne semble pas que Ton ait tiré grand profit de ce mode 
d'écriture. 

Considérons d'abord le cas plus général de trois surfaces u,v,u; 
d'ordre n, n\ n". On appelle Jacobienne de ces trois surfaces la 
courbe gauche J définie par l'évanouissement de la matrice 



du 


du 


du 


du 


dxi 


dxt 


dx. 


dx. 


dv 


dv 


dv 


dv 


dx^ 


dxt 


dxz 


dx. 


dw 


dw 


dw 


dw 


dXi 


dx^ 


dxt 


dx* 



Elle est évidemment le lieu des points dont les plans polaires 
par rapport aux trois surfaces se coupent suivant une même 
droite. 

D'après le n^" 3, l'ordre de J est 

{n — i)in' — i) -1- (n' — i)(n" — 1) + (n" — 1)(n — i) -f- (n — 1)* 

+ (n' — 4)'+ (n" — 1)', 

ou, tous calculs faits, 

résultat donné par L. Cremona. 
D'après le n® 4, le genre de J est 

i -i. [n« + h'* -*- n'" -¥- n'n" -♦- n"ii h- nn' — 4 (n -♦- n' + n") -♦- 6] 
(n^n'-^ «" — b) — i[{n — 1)*(n' — 1) + (n' — 4)'(n — i) 
-*-(» — i)»(«" — i)^\n''— 1)»(n — 4) -♦- (n'— i)»(ii" — i) 
+ (n" — i)'(n' — i) -♦- 2 (n — 1)(f*' — i)(n" — 1)], 
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ouy tous calculs faits, 

Sn'Sn — 8Sn» — lOSnn' -4- î«2Sii — 25 -♦- i(Snii'Sn + nn'n"). 

Nous avons établi ce résultat dans les Rendiconli del circolo 
matematico di Palermo^ 1904, à Toccasion d'un article de 
M. C. Mineo donnant une autre démonstration de cette formule. 

Si les nombres n, n^ n'' sont égaux, la courbe J est d*ordre 
6(n — 1)* et de genre iAti^ — Kin^ -♦- 66» — 25. Dans ce cas, 
elle s'appelle aussi la Jacobienne du réseau ^u -«- piv + vu;, car 
elle est évidemment la Jacobienne de trois surfaces quelconques 
de ce réseau. Alors aussi elle est, comme on sait, le lieu des 
points doubles des surfaces du réseau, ou le lieu des contacts 
des surfaces du réseau qui se touchent entre elles. 



28. Mais les points communs aux surfaces du réseau ne sont 
pas, en général, sur la courbe J. Pour élucider cette question, 
reprenons le cas de trois surfaces d'ordres n, n', n" et supposons 
qu'un point soit multiple, respectivement d'ordre r, r', r^' sur 
chacune de ces surfaces. Prenons ce point pour sommet x^ x^ x^ 
du tétraèdre de référence : les termes de degré le plus élevé 
en x^ dans les équations des surfaces ont respectivement la 
forme 



Une des surfaces d'ordre n 
courbe J, par exemple 

du dv dw 
' dXi dXf dxi 



n! -♦- n" -:- 3 circonscrites à la 



(1 = 1,2,5) 



a pour termes de l'ordre le plus élevé en x^ 



xl 



XJ 



a-r^ 



dx^ 

dtp 
dxi 

Jx 

dxi 



df 
axi 

dx^ 
d-L 



d^ 
dxt 



»* 



xj 



dXq 



dx^ 
dxz 



xr 
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L'ordre de ces termes en x^ esl donc n -♦- n' -4- n" — r — r' — r" 
et le sommet considéré est d'ordre r -^ r^ ^ r^^ — 3 sur la 
surface Ti- 

Pour une antre surface T^ dont Téquation comprend les 
colonnes 1, 3, 4 du tableau J, les termes de Tordre le plus 
élevé en x^ sont 

dXi dxt 

axi dxt 

ClX| UX] 

L'ordre de ces termes est n ■♦-»'-♦- w" — r — r' — r" — 1 
et le point esl multiple d'ordre r -1- r' -*- r" — 2. 

Sur l'intersection des surfaces T| et T^, le point considéré 
est multiple d'ordre (r -^ r' -k- r" — 3) (r -♦- r' -»- r" — 2) 
= (Er — 3) (Sr — 2). 

Mais, outre la courbe J, cette intersection comprend une 
courbe K définie par les deux premières colonnes de la matrice J. 
On verra, comme plus haut, que K est sur deux surfaces ayant 
le point considéré comme point multiple d'ordre (r + r' — 2) et 
(r •+• r" — 2) et se coupant encore suivant une courbe K' inter- 
section totale des surfaces ^ «= 0, ^ «=» 0, et cette courbe K' a 
le point considéré comme point multiple d'ordre (r — 1)^ 

Finalement, sur la courbe J, le degré de multiplicité du 
sommet considéré est 

(Sr — 3)(Sr — 2) — (r -^ r' — 2)(r + r" — 2) ^ (r — 1)* 

« Sr* -1- Srr' — 3Sr -♦- 3. 

Ce nombre est nul quand on a r »> r' =» r" b» 1 ; c'est ainsi 
que la Jacobienne ne passe pas par les points simples isolés 
communs aux trois surfaces. 

Si le point considéré est multiple d'ordre r sur chaque surface. 
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il est multiple d'ordre 6r« — 9r + 3 = 3 (2r — l)(r — 1) sur 
ia Jacobienne. 

Il se peut que les snrraees m, », w aient une courbe commune. 
En vertu du ihéorème d'Euler sur les fonctions homogènes, 
l'équation générale des surfaces d'ordre Sn— 3 circonscrite» 
à J peut s'écrire 



S = 



«4 


a. 


«5 


2a\aiX, 


du 


du 


du 




dx^ 


dx^ 


dxt 


nu 


dv 


dv 


dv 




dXi 


dXi 


dx^ 


n'« 


dw 


dw 


dv: 




dXi 


dx<i 


dxfi 


«"u? 



«0. 



Les points où la courbe commune ku,v,w coupe la surface 

du dv dw 

dXi dXi dXi 



(•-=1,2,5) 



appartiennent à toutes les surfaces S et, par suite, à la courbe J. 



29. Deux surfaces d'ordre 2n — 3 circonscrites à J, 






«< 



du dv dw 
dXi dXi dXi 



«= 0, S' = 
-{t — 1,2,3,4), 



du dv dw 

^' d^. é^, d^, 



se coupent encore suivant une courbe K définie par 



du dv dw 
dXf dXi dXi 



= 0, (1 = 1,2,5,4). 



= 0, 



Celle-ci est le lieu des points dont les plans polaires relatifs 
aux trois surfaces se coupent sur la droite a^ intersection des 
plans oLj^ = 0, (3^ = 0. Celte courbe est d'ordre 

(n^n'-^ 2)(n -♦- n" — 2) — (« — 1)* 
^ «»' -4- n'w" -♦- n^'n — 2 (« h- n' -♦- «") -4- 3. 
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Elle coupe la courbe J en des poinis dont le nombre s'évalue 
par la méthode du n® 5. On trouve 

(n-^n' '\' n" — 5)fnn' -^ nV -f- n''n — 2 (w ^ n' -^ «") -«- 5] 

— (n — 1)(n' — 1)(n" — 1). 

Quelle est Tinterprélation géométrique de ce résultat? 

Pour tout point de la Jacobienne, les plans polaires relatifs 
aux surfaces u, v, w se coupent suivant une même droite d. 
Toutes ces droites décrivent une surface que Ton pourrait 
appeler Steinérimne des trois surfaces ti, v, u;, ou, si elles sont 
de même ordre, du réseau hi -^ \kv •¥- yw. 

Les premières surfaces polaires des points d'une droite rela- 
tives aux trois surfaces ti» v, w forment trois faisceaux; quand la 
droite en question est génératrice de la Steinérienne, les courbes 
de base de ces trois faisceaux ont un point commun x sur la 
Jacobienne et, en général, un seul. Si la droite en question 
rencontre a^, le point x est en même temps sur la courbe K, 
lien des points dont les plans polaires relatifs à ii, v^ w se coupent 
sur ap et réciproquement. Donc le nombre des intersections des 
courbes K et J est généralement égal au nombre des intersec- 
tions d'une droite arbitraire a^ avec les génératrices de la Stei- 
nérienne, ou encore égal à Tordre de cette surface Steinérienne. 
Cet ordro est donc 

(Sn — 3)(Smi' — 2Sn + 3) — (n — l)(n'— 1)(n" - 1). 

Pour n^=^n' = n'^ = 2, ce nombre est 8; c'est l'ordre de la 
surface des trisécantes de la courbe Cq définie au n® 1 1 . 
Pour n = n^ ^= w", ce nombre est 8(n — l)^. 

30. Considérons un réseau de surfaces d'ordre n. Faisons 
suivre la matrice Jacobienne d'une colonne de constantes >, ji, v. 
La nouvelle matrice s*annule pour 4(n — l)^ points, dont 
chacun n*a qu'un seul plan polaire par rapport aux surfaces 
d'un certain faisceau F pris dans le réseau donné. Le faisceau F 
dépend des constantes X, {jl, v. Les 4(n — 1)^ points sont aussi 
les points singuliers de surfaces de ce faisceau F. 
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Si Ton fait varier \ [x, y, on a, sur la Jacobienne, oo^ groupes 
de points pareils. Chaque groupe est déterminé par deux de ses 
éléments et peut être réuni à chaque courbe K (voir numéro 
précédent) au moyen d^une-surface d'ordre 2(n — 1). Une telle 
surface est le lieu des points dont les plans polaires relatifs aux 
surfaces du faisceau F correspondant se coupent sur une certaine 
droite a^. 

31. L. Cremona (Preliminari) a aussi défini la courbe Jaco- 
bienne de cinq surfaces, d ordres n|, n^, 113, 114, n^^, par exemple. 
Cette courbe est le lieu des points dont les plans polaires 
relatifs aux cinq surfaces passent par un même point; elle est 
représentée par Tévanouissement d'une matrice à cinq colonnes 
de quatre éléments chacune; les éléments de chaque colonne 
sont les dérivées partielles de la forme représentant une des 
surfaces. 

D'après ce qui précède, il est permis d'énoncer simplement 
les principales propriétés de cette courbe. Elle passe par les 
points communs aux surfaces données, quand il y a des points 
pareils, mais non par les points singuliers des surfaces. Quand 
les nombres n^ sont égaux, elle est aussi la Jacobienne de cinq 
surfaces quelconques du système linéaire quadruplement infini 
déterminé par les surfaces données. En général, la Jacobienne 
des cinq surfaces est de Tordre (voir nos préliminaires) 

Elle rencontre la Jacobienne des trois premières surfaces, par 
exemple, en un nombre de points égal h 

(«4+Wa+W5— 3) [n|»irt-«iii5+ Wjfit— 2(ni+ w,+/i5)+5]— (n,— 1 )(n,— 4 )(ws-l ) 
-t-(w4-4-W5— 2)[n;-HWÎ-hwî-Hnint+ntn,-f-n5n,— 4(n|-Hn,+n5)-*-6]. 

Dans le cas spécial où tous les nombres n,* sont égaux, la 
Jacobienne est d'ordre 10(n — 1)^; elle est alors sur 00^ surfaces 
d'ordre 4(n — 1); deux quelconques de ces surfaces se coupent 
encore suivant une courbe d*ordre G(n — 1)^ coupant la Jaco- 
bienne en 20 (n — 1)' points. 
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Dans le cas plus spécial où les cinq surfaces sont des qua- 
driqueSy la Jacobienne est une courbe du dixième ordre, 
appartenant au type c^q étudié au n*' 17. Si les quadriques ont 
deux points communs, la droite qui les joint fait évidemment 
partie de la Jacobienne. Cinq quadriques définissant un système 
quadruplement infini ont, au plus, cinq points communs. Lors- 
qu'il en est ainsi, la courbe qo se réduit aux droites joignant 
ces points deux à deux. Si les quadriques passent par une même 
conique,, il n'y a plus de courbe Jacobienne : tous les points du 
plan de la conique répondent à la définition géométrique de la 
Jacobienne. 

Dans le cas général, le genre de la Jacobienne de cinq sur- 
faces se trouve en appliquant soit la méthode, soit la formule 
du n^ 4 ; c'est 

5 = 1+ (Sn,if, — 4Sn ^ 10)(Sii — 7) — i[S(n, — 1)'(n, — i) 

+ 2SK-.1)(w,-.l)(ii3— 1)]. 

Après quelques calculs, ce résultat peut s'écrire 

g = i[S«Snin, — 4(Sw)* -h 52Sn — iâSw.n» -*- ^n^n^Ui — 98]. 

Si les cinq surfaces sont d'ordre n, le genre est 

30n» — non* + 130n — 49. 

Dans ce dernier cas, si l'on fait précéder la matrice d'une 
colonne de constantes arbitraires, on obtient, sur la courbe, oo^ 
groupes remarquables de 10(n — 1)^ points. Chacun de ces 
groupes peut être réuni, par une surface d'ordre 3(n — 1) à 
chacune des courbes d'ordre 6(n — 1)2 qui coupent la Jaco- 
bienne en 20 (n — 1)3 points. Chacun de ces groupes est 
composé des points dont les plans polaires relatifs aux surfaces 
du système donné se coupent dans un certain plan déterminé. 

Élimination dans le sens restreint. 

32. La représentation d'une ligne par une matrice ne donne 
pas seulement Tordre et le genre de la figure, mais implique 
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une connaissance plus profonde de Tobjet et donne notamment 
ses propriétés fondamentales, modes de génération, surfaces 
circonscrites d'ordre le moins élevé, courbes raultisécantes, 
groupes de points remarquables, etc. La solution d'un problème 
obtenue sous forme d'une matrice peut donc être considérée 
comme une réponse passablement complète à la question posée. 

Il serait intéressant de savoir quelles courbes gauches peuvent 
être représentées par des matrices. Ce problème se présente 
sous un double aspect, soit que Ion n'admette comme éléments 
de la matrice que des formes les plus générales de leur ordre et 
sans relations identiques entre elles, soil que Ton fasse abstrac- 
tion de ces condin'ons. Dans le premier cas, il suffit de satisfaire 
par des nombres entiers aux formules donnant Tordre et le 
genre de la courbe gauche, et Ton voit immédiatement que toute 
courbe algébrique ne peut pas annuler une matrice; notamment 
la biquadratique unicursale ne se prête pas à ce mode de repré- 
sentation. 

Bref, le problème paraît fort difficile; nous espérons pouvoir, 
dans Tavenir, y consacrer nos recherches. Ici nous nous bornons 
à exposer quelques manières très générales d'obtenir, sous 
forme d'une matrice, la représentation d'une courbe gauche. 

D'abord toute courbe représentée par l-¥-i équations contenant 
/paramètres homogènes au premier degré rentre dans la catégorie 
des figures dont nous nous occupons. Gela est si évident que 
tout commentaire serait superflu. Traitons seulement, à titre 
d'exemple, une question que nous avons i*ésolue dans les 
Rendiconti del circolo matematico di Palermo (1904) à la suite 
d'un article de M. G. Mineo, paru dans le même recueil et sur 
le même sujet (*). 

Soit à chercher le lieu des points de contact des surfaces d'un 
fajsceau d'ordre n avec les surfaces d'un autre faisceau d'ordre n'. 
Ges faisceaux seront représentés par les équations 



(*) Question généralisée depuis par M. Giambelli, Rend. Palermo, 1907. 
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Pour tout point du lieu on a les relations 

F ^- A;Fi = 0, 



d¥ , rfF, [df dfA 

qui expriment que le point est sur une surface du premier 
faisceau et qu'il a le même plan polaire par rapport à cette 
surface et à une surface de Tautre faisceau. L'élimination de 
ky p, / donne la courbe 
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Les éléments de la première colonne peuvent être remplacés 
par 0, 0, /; fi. 

La courbe est de Tordre 

fi = 3(n* 4- «'• — 2) 4- 4(ww' — 2n — 2n'). 

Le genre se trouve en appliquant la méthode ou la formule 
du n® i; pour le développement du calcul, on peut consulter notre 
article des Rendiconti di Palef^mo; on obtient 

^ = (n -f- n' — 2) [5'(n* -fr- n'* -fr- «w') — 4(4n + 4n' — 3)] + 2wn' — i . 

Les points où la courbe A, base du faisceau F + kF^^ coupe 
te lieu considéré sont les mêmes que ceux où la courbe A coupe 
la surface 

dF dF, df df. 



dxi dx^ dxi dXi 



0, (1 = 1,2,3,4); 



leur nombre est donc 



2n*(n + n' — 2). 
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De même, la courbe de base du faisceau f -t- If^ coupe le lieu 
en 2n'2(n + n' — 2) points. 

Dans la matrice qui représente le lieu, on peut remplacer les 
éléments de la dernière ligne par 

df df, df^.df, df df, df dU 
' dx, dx, dx^ dx, c/x3 dx, dx^ dx. 

Si la surface f ^ lf^z=zO n un point double, celui-ci annule 
alors les éléments de la dernière ligne de la matrice ; il est donc, 
en général, un point simple du lieu. 

33. On peut encore représenter par une matrice toute 
courbe gauche définie de la manière suivante : les équations de 
trois surfaces contiennent, à un degré quelconque, un même 
paramètre variable i; le lieu des points communs à ces trois 
surfaces est Tensemble des points pour lesquels ces trois équa- 
tions sont vérifiées par une même valeur de I. C'est-à-dire que 
le lieu est une courbe dont la représentation s*obtient en 
éliminant t entre les trois équations. G*est là, en effet, le sens 
habituel, géométrique, du mot élimination, et nous insistons sur 
ce fait parce que nous aurons bientôt à envisager ce terme dans 
un sens plus étendu. 

Considérons, pour fixer les idées, les trois équations 

a(« -♦. 6( -f- c = 0, a't* -¥• b't -h c' = 0, 
m*' -f- ni* -*- pi -*- qf =» 0. 

Cherchons les conditions pour qu'elles soient vérifiées par 
une même valeur de t; soit 6 cette valeur; nous aurons 

a^ -^ bû* -^eû « 0, 

ad' -«- 6d -♦- c sa 0, 

a'f -¥• 6'^ + c'ô = 0, 

a'd" H- 6'd 4- c' «- 0, 

mfi -^ nô* -¥- pê -4- ç = 0. 



{6\ ) 



Regardons 6^, 6* et comme trois inconnues différentes è 
éliminer; il vient 

a a' m 

b a b* a' n 



Ms 



c b e' 
e 



6' p 



0. 



Réciproquement, si cette matrice s*évanouity d'abord le déter-, 
minant À formé par les quatre premières colonnes de M est nul 
et les équations ai* -♦- 6t ■*■ c = 0, a'f* + 67 -♦- c' = ont une 
racine commune. De plus, il y a un faisceau de relations linéaires 
entre les éléments des quatre lignes de M, c'est-à-dire que Ton 
a, pour 00^ systèmes de valeurs de )i, X^, X3, ^4» ^5 et, pour toute 
valeur de ^ 



A4«(a(* -4- 6e -♦- c) -4- x,(a(* -1- 6« -♦- c) 4- Asf (a'I* -¥• b't •¥- c') 
-♦- x^(a'l* -¥- Vt •¥■ c') -f- >5(mt' H- »(■-♦- pt -♦- <y) 



0. 



Supposons d*abord que les premiers mineurs du déterminant A 
ne soient pas tous nuls. On peut donc trouver au moins un 

système de valeurs de X^, >2« '3* ^4' \i ^^1 4"^ ^s "^ ^^î^ P^^ ""1* 
Dès lors, en vertu de la relation précédente, la racine commune 
aux deux équations a/^ -4- 6( -♦- c = 0, a't* ^ 6'/ 4- c' =■ annule 
\(mi^ -♦- nfi-¥'pt'\-q) et, par suite, mi^ -^ nfi-^pt-^-q. 

Si tous les premiers mineurs du déterminant A sont nuls, on 
voit aisément que Ton doit avoir 



= 0, 



et réciproquement. Or, dans ce cas, les deux premières équations 
ont deux racines communes, et la matrice M s'annule sans que 
les trois équations proposées aient une racine commune. Donc 
les conditions pour que les équations proposées soient vérifiées 
par une même valeur de t peuvent s'écrire 



M = 0, 



a 



6 c 

6' c' 



^0. 
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En apparence, il n y a aucune difficulté à étendre ce raisonne- 
ment au cas où t figure dans les équations proposées avec des 
exposants quelconques X, {x, y. L'un au rooinside ces trois nombres 
est plus petit que la :6omme des deux autres^ et nous pouvons 
supposer, par exemple;, V:^^*i-[x — I.On multiplie la première 
égalité par 1, t, t^, •.. t^'\ \a seconde par 1, t, fiy ... &*, et, 
en y joignant la dernière égalité, on a p. h- X + 1 équations à 
|ji + X — 1 inconnues; Télimination des puissances de i donne 
une matrice à |ji 4- X lignes et p, h- X +. 1 colonnes. 

Malheureusement, quand on av<X + pi — 1, il ya encore 
une restriction. Pour Texpliquer, reprenons l'exemple de tantôt, 
mais en supposant que les trois équations soient du secood 
degré, donc que m soit nul. Si Ton divise par fi les termes de 
Tégalité en X|, X^, ... X^, on trouve 






0. 



Or, pour a SB a' sa 0, le tableau M s'annule ; la racine com- 
mune aux deux premières équations est infinie et ne vérifie 
pas Téquation n(^ -1- p< -t- ç = 0. Dans le cas où le degré y est 
inférieur è X h- [x — 1, il faut donc encore ajouter la condition 

o' -f- o" > 0. 

Le problème des lieux géométriques. 

34. Donnons au mot élimination un sens plus étendu. En 
algèbre, on comprend, sous ce litre, la recherche des conditions 
nécessaires et suSSsantes pour que deux équations aient une ou 
plusieurs racines communes. 

Soient, pour fixer les idées, les deux équations 

Fsat* H- 6«' + d' -«- dt 4- c«=0, 
f=mi^ -*- nt* + pt -4- <y =- 0. 

Si elles ont deux racines communes, les égalités F »» 0, 
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/F a» 0, /*«" Oy l/"*» O9 lY«» sont satisfaites pour deux, et par 
suite pour 00* systèmes de valeurs des quantités I, fl, fi^ i^, t\ 
assimilées à des inconnues distinctes, et Ton a 



Ms 





a 


b 


c 


d 


a 


h 


c 


d 


e 


m 


n 


P 


9 






m 


n 
m 


P 
n 


9 



= 0. 



Réciproquement, si cette matrice est nulle, il existe une même 
relation linéaire entre les termes des six colonnes et Ton a, pour 
un système de valeurs de ^^, ^, A3, A4, A5 et pour toute valeur 

del, 

(A| -^ A,«)(a<* -+• 61' -♦- c*' -^dt -h e) 

-♦- (V* + ^4« -♦- >5)(»w«' -*- «*■ -♦- pt -♦- 7) ■« 0. 

Chacune des quatre racines de P «a annule le produit des 
deux dernières parenthèses. Or, comme F ^» ne peut avoir 
plus de deux racines communes avec \t'^ + A^f h- A5 c=> 0, elle 
a au moins deux racines communes avec ml^ -*• n/^*t-p^-H9=>0. 

Nous avons reproduit ici cette démonstration connue pour ne 
pas laisser de lacune dans notre exposé. 

Si F«=aO, /*9»0 sont les équations de deux surfaces dépendant 
d*un même paramètre variable t, c'est-à-dire si leurs coefficients 
sont des formes quaternaires, M ^=5 représente une courbe 
gauche. 

Il va sans dire que Ton peut opérer en coordonnées tangen- 
tielles et parler de surfaces développables. On peut aussi, de la 
même manière que ci-dessus, trouver les conditions de Texistenee 
de trois, quatre, ... racines communes à deux équations d*ordre 
suffisamment grand. 

36. Ceci nous amène à étudier en général le problème des 
lieux géométriques. Soient, en coordonnées cartésiennes non 
homogènes, x, y, 2, 

F(a?, y, z; = 0, f(x, y, r ; «) — 0, 
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deux équations dont les coefficients sont des fonctions entières 
d*nn nr)éme paramètre L En éliminant /, c'est-à-dire en écrivant 
la condition pour que ces relations soient vérifiées par une même 
valeur de f, on obtient Téquation d*un lieu géométrique; Feif 
s^appellent quelquefois les génératrices du lien. 

Soient Xq, y^, Zq les coordonnées d*un point A du lieu, 
répondant à la valeur /q dti paramètre. Une droite quelconque d, 
passant par A, a pour équations 

a: — gp ^ y — yo z — zo _ 

Les points où cette droite d rencontre encore le lieu s'ob- 
tiennent de la manière suivante : on pose t^^fQ-^-B, puis on 
résoud, par rapport à p et 9 ,les deux équations 

F(aro -♦- Ap, yo ■*- f*p, Zo •*• yp; h -*- $) = 0, 
f{Xo •*• Ap, yo -^ f^p* «0 ■*- ï'p; ^0 -*- «) = 0. 

A chaque système de valeurs de 6 et p qui vérifient ces deux 
égalités répond un point du lieu situé sur la droite d. Or, ces 
deux relations représentent deux courbes dans un plan, si Ton 
regarde 6 et p comme des coordonnées cartésiennes. Elles sont 
satisfaites, par hypothèse, pour le système 6=3ps=0, qui répond 
au point A; en d'autres termes, les deux courbes planes passent 
par l'origine des coordonnées. 

Pour qu'un second point du lieu coïncide avec A, il faut que 
les deux courbes en p et 9, ou bien se coupent encore en un 
point de l'axe des 9, ou bien se touchent à l'origine; ou enfin, il 
faut que l'une d'elles ait un point double à l'origine. Or, les 
équations de ces courbes peuvent s'écrire comme il suit : 

r dF rfF dF"| d¥ 

L dx, dyo dzoj dto ' ' * 

r df df dn df 

|_ axo ayo »^<J dt^ 

puisque les termes hidépendants de p et 9 sont nuls par 
hypothèse. 
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La première des trois alternatives, celle où les deux courbes 
se coupent encore sur Taxe des 6, exige que Tensemble des 
termes indépendants de p dans chaque équation s*annule pour 
une même valeur de 6, autre que O^aO. Cette condition est 
indépendante de A, [x, v; quand elle est réalisée, les équations 
primitives F(x, y, z; () = et /"(x, y, z; = sont satisfaites 
par les coordonnées du point A et par deux valeurs au moins, 
généralement distinctes, de L Alors aussi, toute droite passant 
par A rencontre le lieu en deux points coïncidents et A est un 
point singulier du lieu, en général un point double. 

Dans la seccnde alternative, celle où les deux courbes planes 
se touchent à Torigine, on a 

/ d¥ dV dF\ df I df df df\ iH? ^ 

\ axo dyo dzol dto \ ax© dy^ dzj dt^ 

Si Ton regarde \ y., v comme les coordonnées d*un rayon de 
la gerbe de sommet A, cette dernière relation représente le plan 
tangent au lieu géométrique en A. 

La troisième alternative, où Tune des courbes, F par exemple, 
a un point double à Torigine, s'exprime par les relations 

dF dF dF ^ dF ^ 

A-— -♦-yt*— -i-y— -=0, -r-«=0. 
axo dyo dZg dto 

Réciproquement, si A est un point singulier du lieu, il faut 
que l*une des trois circonstances examinées ci-dessus se réalise, 
quels que soient \ ^^,, v. 

Donc : ou bien les équations primitives sont vérifiées pour 
deux valeurs de t; 

Ou bien Texpression E s*annule, quels que soient X, ^l^ y, et 
Ton a 

dF df dF df dF df dF df 
dxo dxo dyo dy^ dz^ dzo dto dto^ 

en même temps que F(aro, 2/0» «0 ; ^0) = el /"(xq, î/o> «0; ^o)^0, 

5 
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ce qui fail un total de cinq relations entre quatre inconnues 
Xq, y^ Zq, t^; ces conditions sont ordinairement incompatibles (*). 
Ou enfin on doit avoir 

d¥ dF dF dV 

axo"^ dyo^ dzo'^ dtf^'^ ' ™ ' '"" ' 

et ce cas rentre évidemment dans le précédent. 

En général, on aura la courbe singulière d'un lieu en écrivant 
les conditions pour que les équations génératrices soient vérifiées 
simultanément par deux valeurs au moins du paramètre. Excep- 
tionnellement, il peut y avoir d'autres points singuliers en nombre 
fini ou infini quand cinq équations en x, y, z, t sont compatibles. 

36. Si les équations Fb»0, /'>»0 sont satisfaites simulta- 
nément par les coordonnées d*un point A et par trois, quatre, etc. 
valeurs de / (distinctes ou non), le point A est un point triple, 
quadruple, ... du lieu. Les conditions qui doivent être réalisées 
dans ces divers cas sont respectivement au nombre de trois, 
quatre, etc. Par suite, si Ton s*en tient à Tespace à trois dimen- 
sions, le lieu possède en général un nombre fini de points triples 
situés sur la courbe singulière, mais aucun point multiple 
d'ordre plus élevé. 

Sauf dans des cas particuliers, la courbe singulière est une 
courbe double dont Fordre et le genre sont fonctions des degrés 
des surfaces F et /'et des exposants qui affectent t dans les deux 
équations. Supposons que F soit de degré m en x, y, z et con- 
tienne I à la puissance [a; que f soit de degré n et contienne t à 



{*) [L*expression E s*annule encore quels que soient X, {x, v, si Ton a 
— :r=: -L = ; cc CES Fcntre dans le précédent : les équations primitives 

sont vérifiées pour deux valeurs coïncidentes de t, L*espece de point singu- 
lier que l*on obtient ainsi est analysée quelques pages plus loin. La présente 
correction nous est suggérée par une communication de M. 6ob, professeur 
à TAthénée de Liège, qui a découvert un très intéressant théorème sur les 
enveloppes de surfaces; sa démonstration nécessite des calculs analogues à 
eeus dont nous faisons usage.] 
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la puissance y. Le lieu est en général de l'ordre mv + n|ji. Sa 
courbe double annule une matrice à |x -«- y — 1 colonnes, dont 
y — t lignes contiennent des formes dWdre m, et |x — 1 lignes 
des formes d*ordre n. L*ordre p de cette courbe est, d*après 
le n* 3, 

/> — 2 ^m«(v— I)(ac — 1)^ ^ 

-4- m"(v — I) + ii*(ic« — I); 

ce résultat peut s'écrire sous les formes suivantes 

I 

p mm^[(mv -♦- n/if — {mv -•- nfi)(m -♦- n) — mn{fi -♦- v — 2)], 

P = h mn(v — l)(/u — 4) -♦- — ^ -• 



Le genre de la courbe se trouve par la formule du n* 4 : 
ç = 4 + plm(y — \) -+- nffi — i) — 2] 

_ir«,»y — 1)(y — 2) -f- m*n{y— 1)(a«— I) -^ fnn\v - 1)(a< — 1) 

+ nV-l)(A*-2)4-2— ^ ^^^^3 -*-2 ^^ 

,mnV— l)(f*-«)(f*-2) ^ nV~1)(At-2)(A£— 5) 



^ -*- mn{v —i){,i—i)* I 

, ifmMv— l){v — 2) , , ..„ 

rm(v- 4)+n(f.— D] — ■ — -^ ■ +m»rt(.' — 1)V— 

Si|_ o 



4 — 2p + 



iwnV — i){/A — If H = 



]• 



p — I _ 2p -i- -mM' - *)(««'— 1) -H -m»fi(v — <)(2» — 1)(a« — 1) 

O ^ 

^. imnV — i )(At - 1 p A« - 1 ) -^ g «*Mm - i )(2a« — 1 ). 
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ou enfin • 

g :=s\ — îwV(v — i) — ^mn{y — i)(fA — i) — n*fi{fjL^ {) 
i \ 

^ lnin\v - \){fjL - i)(2At — i) + lnV(f* - i)(2At - i). 

Les points triples du lieu annulent une matrice de {x + v — 2 
colonnes, v — 2 lignes de formes d'ordre tti, et [jl — 2 lignes de 
formes d*ordre n. Le nombre T de ces points triples se trouve 
par la méthode ou la formule du n® 5, 

T = [m(y — 2) -*- n[fJL — 2)] [m»(v - 2) + «'(/t — 2)] 
-4- imV - 2)(v - 3)(v - 4) ^ im«n(. — 2)(v - 3)(a. « 2) 

+ lmn'(y — 2) (a - 2)(a* - 5) + inV - 2)(ft - 3)(/k - 4), 

OU, après quelques calculs, 

11 

T = -mM»' — 1)(v — 2) 4- 'tn^niv — i)(i/ — 2)(ac — 2) 
6 2 

+ l„,„«(v - 2)(a. -!)((.- 2) -H lnV(f* - 1)(/* - 2). 
2 o 

Par exeniple, si Ton a m=^n=s \, le lieu est une surface 
réglée d'ordre |jl -h v dont la courbe double est du degré 

\ \ 

« [(f* -^ ^T — Hh- -♦- v) + 2] ou - (fx H- V — 1)(a* -I- V — 2) 

et dé genre 

i _ ^(^ _ 4) — 2(v — i)(/a — 4) - ^(^ - 1) + - v(y — 1)(2i/ — i) 

-^S(»' i)(2:'-i)(A^-i)+i(v-l)(/^-i)(2A*-i)-HlA^(/cc-i)(2/.-i), 

ou encore 

o o 
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Cette surface réglée a un nombre de points triples égal à 

37. Pour qu*il puisse être question de deux racines en t 
communes aux équations F = 0, /= 0, il faut évidemment que, 
I entrant dans F à une puissance [a supérieure à % figure au 
moins dans /"avec l'exposant 2. Car si f est linéaire en (, lorsque 
cette équation /*«» a deux racines, elle en a une infinité, et le 
nombre des racines communes en t est égal àp; la courbe 
singulière est, non pas double, mais multiple, d'ordre {x. 

Ainsi, lorsque Ton a tjLisi, v = l,msan = 1, le lieu est 
une surface réglée du cinquième ordre douée d'une droite qua- 
druple. Au contraire, si (x «a 3, y = 2, m «=>n ^^ 1, le lieu est 
une surface réglée du cinquième ordre ayant une courbe double 
d'ordre 6 et de genre 3 avec un point triple (*) 

Le cas où y =» 1 donne la solution du problème suivant. 
Soit/' -4- t(f = Téquation d*un faisceau de surfaces d'ordre n. 
Le lieu des intersections de ces surfaces avec une de leurs sur- 
faces covariantes, de degré m et contenant au degré [x les coef- 
ficients de /*-«- /<p et par suite t, est une surface d'ordre m-t-n[x 
ayant la courbe de base du faisceau donné comme courbe {xpK 
Si la surface covariante est la Hessienne, [x = 4, m = A(n — 2) ; 
comùie une surface coupe sa Hessienne suivant sa courbe para* 
bolique, on retrouve ce théorème connu : Le lieu des points 
paraboliques des surfaces d'un faisceau d'ordre n est U7ie surface 
d* ordre 8(n — 1) ayant la courbe de base du faisceau donné 
comme courbe quadruple (**). 

Si V <=3 2, |jL > 2 et si m et n ont des valeurs quelconques, on 
trouve, suivant la méthode générale. Tordre et le genre de la 
courbe double; mais lorsque l'équation /*=» 0, quadratique en I, 
a trois racines, elle en a une infinité et, par suite, elle a fx racines 



(*) Comp. H. ScHWARz, Journ. f. Math., 67« 
p) Comp. K. DoBBLBMàNN, Math, Ann.y t. XLI, 
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communes a^ec Fb>0; la courbe présente alors n' points sin* 
guliersy non pas (riples, mais multiples, d*ordre (x. 

Par exemple, le lieu dés points paraboliques d'un système de 
surfaces défini par l'équation 

d'ordre n, est une surface d'ordre l6(n — 1) douée d'une courbe 
double d'ordre 8(9n2 — ISn + 8) e^ possédant n^ points octuples^ 
savoir les points communs aux surfaces f, cp, ^. 

38. Nous dirons un mol des points cuspidaux ou points- 
pinces de la courbe double d*un lieu géométrique. Reprenons à 
cet effet les équations des deux courbes planes en p et 

F(aro -4- Ap, yo -+• f*/^i «o -^ ^•p; k-*- b)^ 0, 
/•(xo -4- Ap, yo -^ A*/», «0 -^ vp\ «0 -f. 5) = 0, 

rencontrées au n® 35. Poussons un peu plus loin le développe- 
ment en série de Taylor : 

/ rfF dF dF\ rfF d l dF dF dF\ 

¥^ p\X 1- /K- h V—- H- Ô-— -4- p9 l X- 1- fL~ H V-— I 

\ dxo dyo . dzo' dt^ dt^X axo dy^ dzpf 

0^/*F 
2 dtî 

I df df df\ df d I df df df\ 

' \ (Ij-o rfyo a^o/ d\fi dto\ dx^ dy^ dz^f 

2 rfrî 

Supposons que le point Â(a:o, j/q, js^q; tç) soit un point double 
du lieu, les termes indépendants de p s*annulant dans les deux 
égalités précédentes, d*abord pour 6 a» 0, ensuite pour 8 =» t^. 

Cherchons les droites d(k, p.» v) qui coupent le lieu en trois 
points coïncidents en A : les deux courbes planes par hypothèse 
ne se coupent pas une troisième fois sur Taxe des p, sinon A 
serait un point triple; il faut donc qu'elles se touchent, soit à 
Forigine, soit au point /^ ■» 0, 9c=ati, ou que Tune d'elles ait 
un nœud en un de ces points; mais ce dernier cas rentre dans 
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le premier. Or, la condition d*un contact à Torigine est visi- 
blement 

rfF rfP rfF rfF 

dxo dtfQ dz^ dfQ 

~df df df ""5Â' 

A— -♦- /Et—— -♦- V— — — 

rfxg dyo dzo dto 

Pour avoir la condition d*un contact au point p is 0, 6 »» /^^ 
transportons-y Torigine en posant 6 «=» i^ + e : les termes indé- 
pendants de p et B disparaissent des équations et les termes 
restants, de degré le moins élevé en p et B, s*écrivent sans peine 
et donnent pour condition de contact à la nouvelle origine 



( 



d\ f dF dF dF\ dF 

i -*• r,— 1-7- H- /l —-*- V--] -- 

dtQf \ dxQ dyo dzj dU 



L f'^M^df^df rfA df 

\ dtol \ dx9 dyo dzj dto 

Les deux égalités écrites en dernier lieu représentent, en 
1, |jiy V, deux plans de la gerbe A; ces plans constituent le cône 
tangent au lieu géométrique en A. Pour que ces deux plans 
coïncident, il faut que le rapport 

\dxo dx^tol dlo \dxo dx^dlol dto 
dF df . dfdF 
dxo dto dXfi dto 

aoit égal aux deux expressions analogues, où Xq est remplacé par 
j/q ou Zq; doue la quantité 

d'F df d^f dF 

dx^to dlo dx^dio dto 
ti - 



dF df df dF 
dxo dt^ dXo dlo 

doit être égale aux deux expressions analogues. Donc, ou bien t^ 
est nul, ou bien deux égalités doivent être vérifiées par un ou 
plusieurs points doubles du lieu ; comme ceux-ci ne sont qu'en 
nombre simplement infini, il y a généralement incompatibilité. 
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Réciproquement, si les deux courbes planes ont deux points 
communs infiniment voisins sur Taxe p, c'est-à-dire si elles 
ont, à rorigine. Taxe des p comme tangente commune, on a 
— = — =a 0. Supposons qu'elles n'aient pas d'autre point 
commun sur l'axe des p, donc que A soit double et non triple 
sur le lieu géométrique. Pour avoir les droites d (X, {a, v) qui 
rencontrent le lieu en trois points coïncidents, ou le cône tangent 
de sommet Â, il faut exprimer que les courbes planes ont, à 
l'origine, un contact du second ordre, ou bien que Tune d'elles 
y présente un nœud, et nous verrons que ce deuxième cas rentre 
dans le premier. Les équations des courbes planes sont réduites h 

( dF dF rfF\ d I dF dF dF\ B*d*F 

\ axo dyo dzj * di^ \ dxo dy^ dzj î2 dtl 

( df df df\ di df df d(\ ^d^f 

\ dXo di/o dzj dlfiX dxo dy^ dzj ^dtl 

II résulte de raisonnements que nous avons exposés dans une 
note Sur la courbure des lignes et des surfaces (*), que ces deux 
courbes ont un contact du second ordre à l'origine quand on a 

dF dF dF d*F 

dxo dyo dzo dil 

If df df "" "rfy ' 

dxo dyo dzo dtl 

Cette équation représente l'ensemble des droites issues de A 
ayant un contact triponctuel avec le lieu géométrique ; comme 
elle est du premier ordre, le point est un point uniplanaire, ou 
cuspidal, ou point-pince de la courbe double du lieu. Si Tune 
des courbes planes, F(6, p) par exemple, avait, à l'origine, un 
nœud dont une des tangentes serait l'axe des 0, on aurait 

dF dF dF d'F ^ 

dxu dyo dZg dtl 

ce qui est un cas particulier de l'égalité précédente. 



(*) Mém. in-8^ de l'Acad, roy. de Belgique, 1897. 
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Il est donc démontré que ton a en général tous les points- 
pinces de la courbe double d'un lieu géométrique ayant pour 
génératrices F(x, y, z; t) «=■ et f(x, y, z; t) = en écrivant les 
conditions pour que ces équations soient vérifiées par deux 
valeurs infiniment voisines de i, ou les conditions pour que les 
équations 

P.O. f-0. r=o. 1=0 

aient une racine commune en t. Ces conditions étant au nombre 
de trois, il y a généralement un nombre fini de ces points 
euspidaux. Toutefois, dans des problèmes particuliers, il peut 
arriver que la méthode indiquée ne fournisse pas tous ces points. 

Le problème des enveloppes. 

39. La question de lenveloppe d*une surface variable 
dépendant d*un seul paramètre t se ramène au problème du 
lieu géométrique, avec une modification qu*il faut rappeler, 
encore qu'elle soit bien connue. 

L'équation de Tenveloppe résulte de Télimination ordinaire 
de t entre les égalités 

dF 

F(x,y,z;0 = O, -^ = 0; 

la première contient par exemple / à la puissance {x et la seconde 
à la puissance u — t. Il est donc clair que Ton peut remplacer 
la première par [jlF — ^ — = 0, ce qui ramène à un système de 
deux équations du degré fx — 1 en ^ 

La courbe singulière se trouve encore en exprimant que ces 
deux égalités sont vérifiées pour deux valeurs de r, les points 
triples en écrivant qu'elles ont trois racines communes en /; 
mais pour les points euspidaux la question change, car, au lieu 
de quatre équations en t, il n*y en a évidemment que trois, 

savoir : 

^ ^ dF ^ d'F ^ 

'=«' Tr'' ^-'' 
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de sorte que les points cuspidaux sont en nombre infini et 
engendrent une courbe, la courbe cuspidale, faisant d^aîlteurs 
partie de la courbe singulière. 

Bien entendu, le système ci-dessus se ramène à trois équations 
de degré (x ^ 2 en I. La matrice que Ton obtient en éliminant I 
contient des éléments identiquement nuls. Il faut donc prendre, 
dans rintcrprétation, les précautions indiquées au n^" 33. 

40. Résolvons un problème particulier très simple : cher- 
chons Tenveloppc d*un plan variable représenté par Téquation 

at* -f. 6(* -f. c(* + ii< ^- e = 0, 

où a, 6, c, dy e sont des formes linéaires. Cette enveloppe est 
donc la développable unicursale de quatrième classe. 

On obtient Tensemble de la courbe nodale et de la courbe 
cuspidale en écrivant les conditions pour que les équations 

4at» -♦- 36t* -4- 2ct -♦• rf = 0, 
bl^ -4- '2ct* -h- Zdt -4- 4e =- 0, 

aient deux racines communes; ces conditions peuvent s*écrire 

Aa U 2c d 

4a 36 2c d 

b ^c Zd Ae 

h 2c 3d 4e 



= 0. 



On a ainsi la représentation d*une courbe, ou plutôt de deux 
courbes, d'ordre total 10. 

Les points triples, au nombre de quatre, sont donnés par 

4a 36 2c d 
6 2c Zd 4e 



G. 



Pour avoir les équations de la courbe cuspidale, ou arête de 
rebroussement, seule, il faut écrire les conditions d*existence 
d*une racine commune aux équations suivantes : 

\ 2a<* -4- 66t -4- 2c = 0, 
36<» + 4cl ^. 3d = 0, 
2ct»-4- 6rfl + 12e = 0. 
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Ces oonditlons peuvent s'^rire 



6a 


c 


36 6a 36 


c Zd 


c 36 4c 


M 6e 


c U 


6e 



0. 



Cest encore ia représentation d'un système de cou rbeg, d'ordre 
total 10; d'après le n"" 33, il faut en défalquer la droite a^^^e^mo 
et la cubique gauche 

6a 36 e 

c 3d 66 



0. 



La courbe cuspidale est donc du sixième ordre et, par suite, 
la courbe nodale est du quatrième. 



Mnltiséoantes des oourbes rationnelles. 

41. Bien que dans les lignes précédentes la question de 
réiimination ne soit pas encore assez approfondie pour que nous 
puissions résoudre les problèmes généraux sur les multisécantes, 
il convient de poser ici ces problèmes et de traiter les cas 
particuliers qui nous sont déjà accessibles. 

Soient u^ » 0, v^r "^ les équations de deux plans quel- 
conques et 

pXi = fit (?-=i,2,3,4) 

les équations paramétriques d'une courbe rationnelle, les 
formes cp étant des fonctions entières du n* ordre en I. Dans les 
équations des deux plans, remplaçons les Xf par f^; nous obtien- 
drons des égalités telles que 

A,r H- A,r-* ^ . . . ^- A- = 0, 



Bor -4- B|< 



n—l 



B. 



0, 



où les coefficients A et B sont des formes linéaires, respective- 
ment en u et en v. 

Si ces deux équations ont deux racines communes, Tintersec- 
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tion des plans u et o est une biséeante de la courbe et récipro- 
quement. Or, dans ce cas, les variables Ui et v^ annulent une 
matrice. M à 2n — 1 colonnes et 2n — 2 lignes, dont les n — 1 
premières sont des formes linéaires en u et les autres des formes 
linéaires en v. 

On peur dire que M «» représente la congruence des bisé- 
cantes de la courbe donnée encore que ces bisécanles ne soient 
pas explicitement représentées par leurs coordonnées Plucké- 
riennes. Au moins la matrice peut être précédée d'une ligne de 
constantes arbitraires et les oo^^-^ complexes d'ordre n — 1 qui 
annulent ce déterminant peuvent sVcrire en coordonnées-lignes 
^i^k — ^jk^if puisque le déterminant est symétrique en u et v. 

Si les deux équations précédentes ont trois racines communes, 
la droite (uv) est une trisécante : les u et les v annulent une 
matrice N à 2n — 2 colonnes, n — 2 lignes de formes en u et 
n — 2 lignes de formes en ». Pour avoir l'équation, en coor- 
données tangentielles t«, de la surface des trisécantes, il faudrait 
pouvoir éliminer, des éléments d'une matrice égalée à zéro, 
certains paramètres, au moins quand ces paramètres ûgurent au 
premier degré dans les éléments de la matrice. Ce problème 
d'ailleurs unit toujours par se poser quand on poursuit les 
applications de la théorie des matrices. Les cas les plus simples 
de cette question seront examinés dans la suite de ce travail. 

Si enûn les équations précédentes ont quatre racines com- 
munes, la droite (uv) est une quadrisécante et les u et les v 
annulent une matrice à 3n — 3 colonnes et 2n — 6 lignes. 

42. Supposons que le plan ti^ passe par un point fixe, de 
même que v^, que Ton ait donc, par exemple, 

V, = >'«; -4- /u'6; -I- v'ci, 

^t {^) V, V, yi', v' étant des paramètres variables. Alors les matrices 
M et N du numéro précédent ont, pour la moitié de leurs lignes, 
des formes en 1, |x, v et pour le reste des formes en V, |jl', v'. 
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L*éIiipination de V, |jl'^ y', si nous savions Teffeetuer dans la 
matrice N, donnerait Téquation en l, (x, v du cône de sommet 
(abc) circonscrit à la surface des trisécantes. 

Quant à la notation i\l ■» 0, elle exprimerait la correspon- 
dance entre deux gerbes dont les éléments homologues seraient 
astreints à se couper suivant une biséeante d'une courbe gauche 
rationnelle donnée. Dans ce cas, si t?^ décrivait un simple faisceau, 
c*est-à-dire si v' était nul, Pélimination de V : (x' donnerait Téqua- 
tîon du cône de sommet (abc) circonscrit à la surface engendrée 
par les bisécantes de la courbe gauche donnée y„ qui s*appuient 
sur une droite donnée (a^ b')* 

Quittons ces problèmes à solution conjecturale et supposons 
que V, {x', v' soient identiques à X, |jl, v; en d'autres termes, 
que u et v soient deux plans homologues de deux gerbes projec- 
tivesy ou que leur intersection soit une biséeante d'une cubique 
gauche 75. Alors M=«0 représente, A, ^x, v étant les variables, 
un nombre fini de plans qui projettent du point (abc) les bisé- 
cantes communes à la cubique 73 et à la courbe donnée y^» On 
trouve ainsi sans peine la vérification de la formule connue sur 
le nombre des bisécantes communes aux deux courbes; on a, de 
plus, une représentation analytique, donc une connaissance plus 
précise, de ces droites. 

Supposons ensuite que les équations u^^ = et v^ = soient 
de la forme 

alors ueiv sont des plans homologues de deux espaces projectifs 
et leur intersection est un rayon d*un complexe tétraédral. 
M = représente alors, \ fx, v, u étant des coordonnées de plan, 
une développable circonscrite à la surface engendrée par les 
bisécantes de la courbe gauche donnée, qui appartiennent à 
un complexe tétraédral; N=^0 représente un nombre fini de 
plans passant par des trisécantes de la courbe gauche, appar- 
tenant à un complexe tétraédral. La classe de cette dévelop- 
pable est (n — 1)(2w— «1) et le nombre de ces trisécantes 
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est ^(2n — i) (an ^ 3) (2n — 2), d*où il fnut défalquer les qatire 
plans principaux du complexe. 

On verra plus loin une autre manière d*aborder le problème 
des multisécantes des courbes rationnelles et d*autres lignes. 

Coniques multlsèoaiites des ooorbes grauélies. 

43. Dans une note Sur les plans qui coupent^ en des points 
d'une conique^ un système de lignes de l'espace f ), nous avons 
utilisé la théorie de la suréliminaiion pour trouver Tenveloppe 
des plans des coniques qui coupent six fois certains systèmes 
de courbes gauches. Ces enveloppes sont des surfaces repré- 
sentées par révanouissement de déterminanls. Si, au lieu de 
six points d*appui de la conique variable, nous supposons qu^il 
y en ait sept, Tenveloppe sera une développable, et nous allons 
exposer une couple d*exemples où cette développable est repré^ 
sentée, en coordonnées tangentielles, par Tévanouissement d*une 
matrice. 

Considérons un réseau de quadriques, 

S = >,S, ^- ji,S, ^ ),S, = 0, 
et une courbe gauche rationnelle du quatrième ordre C4, 

Remplaçons dans Téquation £*»0 les x^ par ^i(t); nous 
obtenons une égalité de la forme 

Aot® + A,t' -+-... + Ag «= 0, 

où les A sont des formes linéaires en X|, )^, X3. Un plan u^ «= 
donne de même 

Bo(* + B,t' ^- . . . + B4 = 0, 
les B étant des formes linéaires en Ui, u^t U3, Uj^é 



C) Mém. tn-8« de VAcad. roy. de Belgique, i 90â. 
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Les conditions pour que les deux dernières équations aient 
quatre racines communes s'écrivent 



A« Al At 


A, 


A* 


A. 


Ae A7 Ag 


B. B, B, 


B, 


B. 






B. B, 


B. 


B, 


B« 




B, 


B. 


B. 


B, 


B, 




B. 


B. 


B. 


B. B. 






Ba 


B. 


B. B, B. 



0. 



L'élimination des > contenus dans les formes A donne les 
équations, en ti, de l'enveloppe des plans qui coupent c^ en 
quatre des points où cette courbe est rencontrée par une surface 
du réseau £. 

* Nous sommes de nouveau ramené à une élimination de para- 
mètres entre les éléments d'une matrice. Mais, comme les A ne 
figurent que dans une ligne, la solution est immédiate : on peut 
faire précéder la matrice M de deux lignes d'éléments quel- 
conques; la matrice A obtenue de cette manière est toujours 
nulle en même temps que M. Choisissons les éléments de ces 
deux lignes de manière qu'en multipliant ceux de la première 
par )|, ceux de la seconde par 1^ et retranchant de la ligne des A, 
les termes en \ et ^ se détruisent; on peut alors diviser par A3, 
et les X sont éliminés. La matrice A possède alors neuf colonnes 
et huit lignes, dont les trois premières sont formées de constantes 
et les cinq dernières de fonctions linéaires en u. Son évanouisse* 
ment représente une développable de quinzième classe, forme 
corrélative d'une courbe du quinzième ordre que nous avons 
étudiée plus haut. 

Si les surfaces du réseau S ont en commun une cubique 
gauche pouvant dégénérer en une conique et une droite ou en 
trois droites, on voit que ks plans des coniques qui s'appuient 
par quatre points sur une biquadralique rationnelle et par trois 
points sur une cubique gauche^ peut-être dégénérée^ enveloppent 
une développable de quinzième classe^ représentée par A »== 0. 

Un faisceau de quadriques et une cubique gauche donnent 
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lieu à un problème analogue, mais plus simple, dont le résultat 
est le suivant : Les plans des coniques qui s'appuient par quatre 
points sur une biquadratique de première espèce eî par trois points 
sur une cubique gauche enveloppent une développable de dixième 
classe, représentée par l'évanouissement d'une matrice. 

Si Ton veut combiner le réseau ou le faisceau de quadrjques 
avec une courbe rationnelle d'ordre n plus élevé que le troisième 
ou le quatrième, les paramètres à éliminer ûgurcnt dans plus 
d*une ligne de la matrice et Ton est ramené à des questions 
d'algèbre que nous n'avons pas encore exposées. 

Élimination de deux ou plusieurs inconnues. 

44. Considérons d*abord un cas particulier très simple : 
soient les équations * 

F, ^ QiXy H- biX -4- <?<t/ H- rf^ c=s (e = 1, 2, 3). 

Cherchons la condition pour qu*elles soient vérifiées par un 
même système de valeurs de x et j^. Ainsi posée, la question 
signifie que le système de racines doit se composer de valeurs 
finies de x et y, car les équations représentent, dans un même 
plan, trois coniques ayant mêmes directions asymptotiques, donc 
ayant deux points communs à Finfini sur les axes, quels que 
soient les coefficients. On demande donc la condition pour que 
ces trois courbes aient un troisième point commun à distance 
finie (s'il esta Tinfini, les trois courbes doivent y être tangentes). 
Soient X et Y les coordonnées de ce point, on aura 

a|XY -♦- 6<X -*- c,Y -♦■ rf| =0 
a,X*Y ^ 6,X* + c,XY + (/^X = 

et, par suite. 



(t = l,2,3), 



a. 



02 



a. 



ai 
b, 

bz 



a» 

Cl 
Cl 



bi 
b, 
b, 

di 
ds 



Cl 
Ci 

Cz 



di 
df 



0. 
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Réciproquement y si ce déterminant est nul, il existe une 

même relation linéaire entre les termes de chaque colonne; par 

exemple 

A«ia, -+- A^at + A«j«» — 0, 

f^ibi -*- fij)% •♦. ftjfcs — 0, 

AïOi -•- AfO^ -t- AjOs •♦• ftiCi -♦- fAiCi -f- A«sC8 =■ 0, 
Xjfti -•- Ajfca -*• A565 -♦- y6C|rf| -f- >cc,(i| -♦- ^Cjc/j = 0, 
AjCi -*• A«C| -H AjCs ■= 0, 

>irfi ■♦• >^dt -♦- Ajd, = ; 

d*oùy en multipliant respectivement par x'j/, x^ arj/, x^y^ 1 , et 
additionnant, on a, quels que soient x et y, 

S>i(a,xy -♦- 6|X -+- Ciy -+- d<) -4- S/E<|(a|X*^ -i- 6|X* -4- c,jy -^ c/jX) « 0, 
ou 

(Aj + A«iX)F| -f- (A, ^ /a,x)F, -^ (A, -+- ^x)F5 = 0. 

Tout point commun à P| et Pj doit annuler (>5 + {xsXJFs; or, 
la droite X5 + pisXss ne peut contenir que deux points com- 
muns à F| et Fg, dont un à Tinfini; donc un point commun à 
distance finie de F^ et F^ doit être sur F5. 

Après avoir écrit la condition d^exislence d'un système de 
racines communes aux trois équations, cherchons les conditions 
d'existence de deux systèmes pareils. Elles s'écrivent 

Il a, 6, c, d, llî = 0. 

Car, si les points communs aux trois courbes F^, F^, F5 ont pour 
coordonnées X, Y et X', Y', les équations linéaires 

o<?i -^ 6<?t -*- c,?5 -t- c/,?4 «=0 (î = 1, 2, 5) 

sont vérifiées pour deux systèmes de valeurs des ^, savoir 
XY, X, Y, l et X'Y', X', Y', 1, donc elles le sont pour une 
infinité de systèmes et la matrice des coefiicients s'annule. Réci- 
proquement, si cette matrice est égale à zéro, il existe une 
même relation linéaire entre les éléments de chaque colonne, 
donc les courbes F^ font partie d'un même faisceau et possèdent 

6 
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quatre points communs, dont deux à l*in(ini et deux autres 
généralement à distance finie. 

Il n'y a pas de difficulté essentielle à étendre ces considéra- 
tions à plus de deux variables, même si ces variables ont des 
exposants plus élevés. Mais en prenant un cas trop général, on 
a Tinconvénient de notations incommodes sans la compensation 
de résultats intéressants. Mieux vaut indiquer quelques pro- 
blèmes particuliers exigeant des éliminations de ce genre. 

45. La question spéciale résolue dans le numéro précédent 
se présente quand on cherche la bisécante menée d'un point 
donné P à une cubique gauche définie par les équations 

Soient y^ les coordonnées du point P; il faudra, dans les équa- 
tions, remplacer x^ par x^ ■+■ ty^, ce qui donnera 



0^ 


-f- 


ka: 


■+- 


ta^ 


-*• 


ika'. 


= 0, 


6, 


-f- 


kK 


-♦- 


ibj, 


-¥• 


tkb'y 


«0, 


Cm 


-♦- 


kcf. 


-4- 


tCy 


-4- 


tkCy 


= 0. 



o. 


< 


«» 


«; 


6. 


K 


6, 


*; 


e. 


< 


c. 


c'. 



Si la droite (xy) est une bisécante, ces trois égalités sont 
vérifiées pour deux systèmes de valeurs de t et A, et Ton a 



= 0. 



Cette notation représente une droite, toujours réelle, si la 
cubique et le point P sont réels, mais les appuis A et B de la 
bisécante peuvent être imaginaires conjugués. En tout cas, le 
produit PA x PB est réel et peut s'appeler la puhsance du 
point P par rapport à la cubique gauche. 

Pour exprimer commodément cette puissance, il convient de 
prendre des coordonnées cartésiennes rectangulaires, de rem- 
placer donc Xi, xg, arj, x^ par x, j/, z^ 1, d^appeler x', y\ «' les 
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coordonnées de P et /, m, n les coefficients de direction de la 
bisécante. 
Les coordonnées d'un point de la bisécante seront 

x' -♦- l/, t/' -♦- (m, z' -4- tn, 

AlorSy en désignant aix' -«- o^!/' + ^3^' -^ ^4 P^>* ^^r^» 
a^/ + a^m + 05»» -*- par a/, etc., on voit que Tévanouissenient 
de la matrice précédente équivaut aux deux relations linéaires 



en /, m, 


n : 
















fli 


a^i 


<, 




o'i 


a./ 


<, 




6, 


K 


b'^ 


-0. 


K 


b^ 


6i, 




Cl 


Cxf 


C 




c'i 


C.' 


ci, 



0. 



On en tire /, m, n proportionnels à des fonctions quadra- 
tiques des déterminants (è^^c^, — ^'xf^x) ou (6c), (Ç;r'û^' — c^'«;c') 
ou {fia)y {fijefb'jg, — a^/b;^) ou (a6); donc ces fonctions sont du 
quatrième degré en oc', i/\ z' et Ton a, par exemple, 

/ : îM : « = /;(x', y', 2') : î>4(x', t/', z') : «//^(x', j/', z'). 

Comme on a aussi /^ -t- m' + n* «= 1, on obtient les valeurs 
absolues de /, m, n. 

Les distances PA, PB sont les valeurs de l qui satisfont aux 
trois équations en ^ et A de plus haut, ou à deux d'entre elles, 
puisque la troisième est une combinaison linéaire des deux 
autres. Deux de ces équations peuvent s'écrire, avec les nouvelles 

notations, 

o,, -♦- ka'j -♦- iQi -4- ika\ = 0, 

6., -f- A:6;, -*- Ibi -+- ikh\ — 0. 

L'élimination de k donne une relation où le terme en fi est 
fi(a/}g — a;6/) et le terme indépendant de t est a^/6!^ — fl^/6^" 
Le produit PA X PB ou la puissance tz cherchée est donc 

afil — a\bi 
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En d'autres termes, quand la matrice 



Qi a[ flw aL 



est nulle, il existe un rapport constant entre un mineur formé de 
quatre éléments des deux dernières colonnes et le mineur corres- 
pondant formé dans les deux premières colonnes. C'est ce rapport 
constant qui est la puissance du point P. 

L'égalité ci-dessus, donnant la valeur de n, peut être rendue 
homogène en /, m, n de la manière suivante 

en y remplaçant /, m, n par les formes proportionnelles f, f , ^, 
on a régalité 

qui est, en apparence, du dixième ordre. Mais la dernière paren- 
thèse contient toujours la première comme facteur. 

En effet, supposons que le point P (a;', j/', V) se trouve sur 
la quadrique a^^!^ — a^6^ =» circonscrite à la cubique, et 
cherchons les intersections de cette quadrique avec la droite 
(/, m, n) bisécante de la courbe ; on a une équation du second 
degré en ^ dont le terme en t* et le terme indépendant sont 

aussi 

t\afii — a\bi) et a^b',, — a^,,b,,. 

Or, la bisécante est tout entière sur la quadrique en question, 
les coefficients de cette équation sont tous nuls; ainsi tout point 
qui annule a^/6^^ — a^^^^r^ annule aussi afii — a'Jbi^ et la première 
de ces expressions est un diviseur de la seconde. 

La relation donnant la puissance tc se réduit donc à 

et Fe =» est le lieu des points de puissance infinie, donc Ten- 
semble des trois cylindres du second ordre circonscrits à la 
cubique; chaque point de la courbe annule donc trois facteurs 
de Fe* Mais chaque point de la courbe annule aussi les trois 
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déterminants (ab), (ca), (a6), annule donc deux facteurs dans 
/, y, tp et quatre facteurs dans /^, cp*, «p*. 

Le lieu des points qui ont une puissance donnée par rapport à 
une cubique gauche est une surface du huitième ordre ayant la 
cubique comme courbe triple. 

Le lieu des points d'égale puissance par rapport à deux 
cubiques gauches est une surface du quatorzième ordre ayant 
chacune des cubiques comme courbe triple. 

Le lieu des points d'égale puissance par rapport à une sphère 
et à une cubique gauche est une surface du huitième ordre ayant 
la cubique comme courbe triple. 

Si sur chaque tangente à une cubique gauche^ on prendy de 
part et d'autre du contact, une longueur donnée, les extrémités 
de ces segments décrivent une courbe du quatorzième ordre. En 
effet, cette courbe est rinterseclion de la développable oscula- 
trice et d*une surface du huitième ordre. Ces deux surfaces 
admettant la cubique comme courbe double et triple. Tordre de 
la nouvelle courbe est8X4 — 3x3x2=U. 

46. De même que Ton a trouvé la bisécante menée d*un 
point P à une cubique gauche, on peut chercher aussi les bisé- 
cantes menées d'un point P à une courbe c^ définie par 

Il «. 6x c. d. Ijî = 0. 

Il suffit de remplacer x^ par x^ -f- ty^, les coordonnées de P 
étant 2/1, y^y Vz^Va^ on a 

Il a, -f- lOy 6, -*- tby c, -f- iCy d, -*- td^ || s=s 0. 

On a ici un de ces problèmes auxquels il a été fait allusion 
dans le paragraphe précédent : il faut éliminer un paramètre 
entre les éléments d'une matrice nulle. Il doit exister une même 
relation linéaire entre les éléments des quatre colonnes; on doit 
donc avoir la relation 

Aa, -+- it.a', -♦- va'^ -*- Kta^ -f- fita'y -i- vta'^ = 
et trois équations analogues en 6, c, d. 
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Si Ton élimine simplement X, pi, v, t, en écrivant la condition 
pour que ces quatre égalités admettent un système de racines 
communes, on a Téquation du cône de sommet y perspectif à la 
courbe c^; ou, en considérant à la fois x et j/ comme variables, 
on a Téquation du complexe des droites qui rencontrent une 
fois Ce. 

Pour faire cette élimination, on muliplie par I et par fi, et Ton 
a douze relations linéaires entre les douze inconnues homogènes 
\ [JL, V, X(, ytt, vt, Ifl, {jl(', W', Ifif [JL^^ vfif ce qui donne un déter- 
minant à douze lignes dont les éléments sont, par moitiés, des 
formes linéaires en x et des formes linéaires en y. Si Ton y fait 
x^ «a 0, ce qui revient à considérer les formes en x comme 
ternaires et les formes en y comme quaternaires, Tévanouisse- 
ment de ce déterminant représente la projection, sur un plan, de 
la courbe donnée, le centre de projection étant le point y. 

Si Ton veut obtenir les bisécantes issues du point y, on doit 
écrire les conditions pour que les équations en l, a, v, t soient 
vérifiées par deux systèmes de valeurs de ces variables. On 
multiplie par t et Ion a huit équations homogènes en X, (x, v, 
Xf, [jL(, vtf Ifly {JL^^, vt',qui doivent être vérifiées par deux systèmes, 
donc par oo^ systèmes de valeurs de ces quantités; on aura donc 
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Cette notation représente sept droites passant par y. 
Pour que la droite (xj/) soit trisécanie, il faut, en vertu d*un 
raisonnement analogue à ce qui précède, que Ton ait 
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L*évaDouissement de celte matrice équivaut, si y n*est pas sur 
la courbe c^, aux trois équations de plans 

Ces plans ne se rencontrent généralement qu*en un point x, 
et celui-ci est visiblement identique à y, c*est-à-dire qu'en 
général il n'y a pas de trisécante par un point arbitraire, ce qui 
est évident. 

En écrivant les conditions pour que les (rois plans ci-dessus 
passent par une même droite, on a une matrice dont les éléments 
sont du troisième ordre en y et dont Tévanouissement représente 
la surface des (risécantes. En d'autres termes, les quatre déter- 
minants extraits de cette matrice ont un facteur commun qui, 
égalé à zéro, représente la surface des trisécantes; les facteurs 
non communs sont y^, y^, j/3, y^. Ce résultat est curieux, mais 
il parait peu utile. 

D'autre part, si la matrice 

Il û* < «i' fly < < II, 

trouvée plus haut, doit s'annuler pour des systèmes de valeurs 
distincts des x et des y, ce qui est la condition exigée pour 
l'existence d'une trisécante passant par y, il faut que les trois 
relations 

mOy -4- nby -¥• pCy -4- qdy = 0, 

mOy -¥■ nby -*- pCy -f- qdy = 0, 
•wo;' -♦- nb'y -+- p&J -+- qdH = 

soient vérifiées pour deux systèmes de valeurs des y ou que ces 
équations représentent trois plans passant par une même droite. 
C'est la confirmation d'un résultat trouvé au n® 12. L'équation 
de la surface des trisécantes résulterait de l'élimination de 9n, n, 
p, q entre deux des équations ci-dessus et la matrice, dont l'éva- 
nouissement exprime que ces trois égalités appartiennent à un 
même faisceau. Cette élimination est trop pénible pour trouver 
place ici. 
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Application & l'espaee & qiuUre dimansloiis. 

47. Si les éléments de la matrice 



«. «i <' 
b. K K 



I 



sont des formes linéaires à cinq variables homogènes, Févanouis- 
sement de cette matrice représente, dans Tespace à quatre 
dimensions, une surface du troisième ordre, T^. Les équations 

représentent oc^ plans dont chacun coupe par exemple Thyper- 
surface aj/^^ — a'Jb^g »» suivant une conique située sur Fj. Par 
tout point (X|, Xg, X3, X4, X5) passe le plan d\ine telle conique. 
Tout espace linéaire à trois dimensions, par exemple X5 «» 0, 
coupe Fj suivant une cubique gauche. Pour les espaces linéaires 
dont Téquation a la forme 

et qui sont en nombre oo^, la cubique dégénère en une conique 
et une droite, cette dernière représentée par 

fl, : 6. = a; : 6; == a'J : h'J = k. 

Si Ton projette F3 d*un point fixe y, ce qui revient à rem- 
placer X par X -*- <y, on a 






0. 



Si Ton coupe ensuite par un espace linéaire à trois dimensions, 
par exemple X5 =» 0, ce qui revient à considérer les formes en x 
comme quaternaires, tandis que les formes en y restent qui- 
naires, on a, en éliminant (, la projection de F3 dans. Tespace 
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ordinaire. Or, révanouissement de la dernière matrice équivaut 
au système d'équations 

a, -+- ta^ -4- f>6, -♦- tfbg = 0, 
fK + If 6; - 0, 









fb'J ^ tfb;,' = 0. 



L'élimination simple de f et de ^ donne 
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on pourrait développer ce déterminant par le théorème de 
Laplace. S3 «» représente une surface du troisième ordre douée 
d'une droite double : 
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Les coniques et les droites sur S3 répondent aux cubiques 
dégénérées sur V^\ la droite double de S5 et sa droite simple qui 
ne rencontre pas sa droite double répondent à la conique et à la 
droite de Y^ situées dans un même espace linéaire avec le centre 
de projection j/. 



48. Les formes a^^ 6^, ... étant linéaires à cinq variables 
homogènes, la matrice 



o« 
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c. 


rf. 


ai 


K 


K 


d'. 


«;' 


K' 


c'.' 


d'J 



s'annule pour les points d'une surface Tq dans l'espace à quatre 
dimensions. C'est l'intersection partielle de deux espaces cubiques 
à trois dimensions, ayant encore en commun une surface du troi- 
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sième ordre Fs. Celle-ci coupe Te suivant une courbe du huitième 

ordre. En faisant précéder la matrice d'une colonne de constantes 

arbitraires, on a la représentation d*une double infinité de 

courbes du quatrième ordre situées sur Fq. 

Si la relation 

ma, -4- nbg -*- pCg -*- qd, = 

et les deux analogues représentent trois espaces linéaires ayant 
un plan commun, ce plan coupe Fg suivant une courbe du 
troisième ordre. Il existe dix plans pareils. 

Projetons Fe d*un point y^ ce qui revient à remplacer x par 
a; -t- ty; nous aurons, en éliminant t^ puis en regardant les 
formes en x comme quaternaires, la projection de Fe dans 
l'espace ordinaire. L*équation de cette projection est 
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«x «i «x' «y Oy Oy 



a, a. 
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(dans ce déterminant nous avons remplacé, par une ligne de 
points, trois lignes de formes où les symboles 6, c, d rem- 
placent a). Se B» représente une surface du sixième ordre 
ayant une courbe double du septième degré représentée par 



a. o. 
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et sur celle-ci un point triple défini par 

Il «. a; ai' «, «; < llî = 0. 

49. Les formes a^^ 6^,... étant linéaires à cinq variables 
homogènes, Tévanouissement de la matrice 

a, 6, c, rf. 

a; 6; c: d; 
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représente une courbe du quatrième ordre, savoir la courbe 
normale de Tespace à quatre dimensions. 

De même que précédemment, on trouve sa projection dans 
Tespace ordinaire en éliminant simplement t, tf entre la relation 



f< 



ta. 



tfo' = 



et les trois analogues, et en considérant les formes en x comme 
quaternaires, tandis que les formes en y restent quinaires. On 
trouve, pour résultat de Télimination, 
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= 0. 



Il est évident que la projection, dans Tespace ordinaire, de la 
courbe normale de Tespace à quatre dimensions, est une biqua- 
dratique rationnelle. M. Marletta (*) est parti de cette propriété 
pour exposer la théorie de la courbe gauche rationnelle du qua- 
trième ordre. 

Ainsi, bien que nous ayons reconnu précédemment que cette 
courbe ne peut pas être représentée par une matrice dont les 
éléments seraient des formes indépendantes et les plus générales 
de leur ordre, il appert, par notre dernier résultat, que cette 
même figure peut annuler une matrice dont les éléments sont, 
les uns nuls, les autres des formes ayant des relations identiques 
entre elles. 

Ici la biquadratique apparaît comme Tintersection partielle 
d*une surface cubique, annulant le déterminant des six dernières 
colonnes de C et d*une quadrique 
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C) Annali di matematica, 4902. 
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ces deux surfaces ont en commun la droite 
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laquelle est double sur la surface cubique et simple sur la qua- 
drique. 

50. Dans le présent paragraphe» nous n*avons fait qu'effleurer 
le sujet très vaste de l'application à Tespace à n dimensions, des 
propriétés des matrices. A dessein, nous n'avons utilisé que les 
préliminaires algébriques exposés ici même. Mais ceux-ci ne 
sont que les premiers pas dans une voie sans bornes. Aussitôt 
que le nombre des dimensions de Fespace s'élève au-dessus de 
trois, d'antres problèmes d'algèbre se présentent dans les 
questions les plus diverses. Pour ne citer que les plus simples, 
il faudra étudier les malrices où la différence entre le nombre de 
colonnes et de lignes dépasse deux, puis il faudra s'occuper des 
systèmes de valeurs de variables qui annulent tous les premiers 
mineurs d'une matrice carrée ou reclangulaire, etc. 

La solution et l'application de quelques-uns de ces problèmes 
se trouvent ci-après dans notre étude III. 



Appendice. 

61. Il est possible de trouver les équations de la tangente en 
un point d'une courbe représentée par l'évanouissement d'une 
matrice, au moins dans certains cas. Nous esquissons ici la 
méthode en prenant pour exemple la courbe c^ annulant une 
matrice à trois lignes et quatre colonnes de formes linéaires 
quaternaires. Le système des surfaces cubiques circonscrites à 
cette courbe est représenté par l'équation suivante, où a, P, 7, 3 
sont des paramètres arbitraires, 
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Les plans polaires cI^ud point y par rapport à ces surfaces ont 
pour équation 

dV 

Sx,-— s I tf o. o; a;' I -♦- I a Oy a; a;' | -*- | a a^ aj a'J | 

«y* 



s I a a, Oy Oy' 



I flc ai Oy' «y I -♦- I a ai' ay o^ | =» 0. 



Mais si le point y est sur la courbe Cg, la matrice qui la 
représente est nulle et les déterminants, tels que (p!yhy)^ formés 
avec des éléments de deux lignes, sont dans des rapports con- 
stants, ^9 -9 avec les déterminants correspondants, tels que {a'^b^^ 
{p>yhy)f pris dans deux autres lignes de la matrice. On a donc 



Sx,— s a 

dyi 
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ou, en remplaçant p par {a'^by) : (ja'yby) et a par {Oyby) : (a'yby) 
dans toutes les colonnes, on trouve 
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Malgré les quatre paramètres a, (3, j^, S, ces plans ne forment 
qu*un faisceau dont Taxe est la tangente à la courbe Cg. En 
abrégeant un peu la notation, on peut représenter cette tan- 
gente par 



(a. a; 6;') (6. a; 6;') (c.a;6;') Ka;6;o 
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II 

Congruences de variétés algébriques 
annulant des matrices. 

Dans Télude précédente, nous avons toujours pris pour élé- 
ments des matrices des formes à une seule série de variables. 
Nous étendons maintenant le champ de nos recherches en consi- 
dérant deux séries indépendantes de variables, mais nous ne 
pouvons traiter avec quelque détail que les cas les plus simples. 

Pour les développements ultérieurs, nous devons donner 
d*abord quelques éclaircissements sur les groupes de points 
annulant une matrice à une seule série de trois variables homo- 
gènes, ainsi que sur les matrices à une série de variables, qui 
s'annulent identiquement. 

Ensuite, nous envisageons les matrices dont les formes sont 
homogènes à la fois en X|, x^, x^, ... Xj et en a^, a^, as; elles 
représentent des infinités doubles, ou congruences de variétés 
k d — 3 dimensions dans Tespace à d — 1 dimensions. Nous 
cherchons dans les hypothèses les plus faciles comment doivent 
se présenter les variables a pour qu*un système arbitraire de 
valeurs de X|, Xzt ••• ^d appartienne à une seule variété de la 
congruence. Les applications à Pespace ordinaire et au plan sont 
évidemment les plus intéressantes. Un exposé sommaire d'une 
partie de cette étude a été publié déjà par nous dans les Comptes 
rendus de l'Académie des sciences de Paris (1 3 novembre 1 905) (*). 

Groupes de points dans un plan. 
1. Les éléments de la matrice 



M = 



a^ o^"* a^"* 



ffn 



b* 6'" b'^ 
étant des formes ternaires d*ordre m et n, nous avons montré 



(*) [Voir aussi Joum. f. Math , 433.] 
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que cette matrice s*annule pour nfi -t- mn -¥■ n^ points du plan 
et que ces points sont communs aux courbes d*un riêeau^ 

I A o: 6; lî^O. 

Les courbes de ce réseau sont d*ordre m + n. Leurs points 
communs peuvent être en nombre égal ou supérieur aux condi- 
tions indépendantes qui déterminent en général on faisceau de 
courbes; ce fait se produit quand on a 
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Pour que cette relation soit satisfaite, il faut, si les nombres m 
et n sont tous deux différents de zéro, que Tun d'eux soit au 
moins 3. Si n est nul, c'est-à-dire si les éléments de la seconde 
ligne de M sont des constantes 6, 6', b'\ le réseau ci-dessus est 
un faisceau, car trois des courbes qui le composent sont liées 
par la relation identique |a]J?&6|^0; les m^ points, annulant 
alors la matrice, sont en nombre supérieur aux conditions qui 
déterminent un faisceau quand m ^ 3. 

Ainsi, quand un au moins des nombres m, n dépasse 2, les 
points annulant M sont en nombre surabondant pour déterminer 
le système de courbes de degré le moins élevé passant par ces 
points. 

On ne saurait d'ailleurs prétendre que, dans le groupe de 
points annulant M, il y a nécessairement des points singuliers 
pour toutes les courbes circonscrites, car alors toute courbe de 
la forme aj6^ — a^^î = devrait présenter des singularités 
ponctuelles. Or, on sait que toute courbe (donc aussi une courbe 
non singulière) passant par toutes les intersections de ajf =» 
(^ sra peut prendre une équation de la forme ci-dessus. 

2. Le résultat trouvé plus haut montre l'inexactitude du 
théorème énoncé par plusieurs auteurs dans les termes sui- 
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vants : Toutes les courbes qui passent par i m{m ^3) — 1 points 
communs à deux courbes planes d*ordre m passent par les inter- 
sections restantes. Cette propriété est énoncée, sans restriction 
explicite, dans la plupart des manuels ; quelques-uns seulement 
font, dans le contexte, une vague allusion à des exceptions pos- 
sibles. 

L^erreur pourtant est manifeste, comme Pont remarqué les 
créateurs de la Géométrie sur une courbe : il se peut que 
^ m(m + 3) — 1 points ne suffisent pas à déterminer un faisceau 
de courbes, parce que les équations exprimant ces conditions ne 
sont pas toujours indépendantes. L*erreur est surtout regrettable 
quand on fonde sur cette proposition inexacte, la théorie des 
transformations Cremona; cette théorie est exacte néanmoins, 
mais par hasard, parce que les courbes fondamentales de ces 
transformations sont unicursales; aussi les exposés qui prennent 
ce dernier fait pour point de départ sont sans reproche. 

Nous devions faire ici cette remarque, parce que, dans la 
recherche des congruences linéaires de variétés algébriques, il y 
aura lieu d'éviter une faute de ce genre. 

3. Pour généraliser les résultats précédents, considérons une 
matrice || a^ || à / lignes et / -^ 1 colonnes de formes ternaires 
d'ordre Pi -h qk» Supposons les éléments rangés de telle façon 
que l'on ail Pj ^ p^ ^ . . . ^P/, îi ^ Çî > . . . ^ Çz+i. La matrice 
s'annule pour un nombre de points égal à 

2p' -♦- 2p,pt -«- 2p2qf -4- 2qf,q',. 

Supposons en premier lieu que Ton ait 

faisons précéder la matrice d'une ligne d'éléments dont le 
premier est la forme la plus générale du degré ç, — q^h coeffi- 
cients arbitraires, les « -f- 1 éléments suivants des constantes 
arbitraires, et les derniers éléments tous nuls; nous avons ainsi 
un déterminant qui représente oo' courbes C, si nous posons 

r = i (gi — g» -*- 1) (gi — gi + 2) + s. 
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Le nombre de$ points annulant h matrice est supérieur au 
nombre des conditions déGnissant oo^ courbes G si Ton a 

ou successivement 

2lp' -4- ^ZpiPt -*- 22p29 -^ ^^^q'^ -*- (Çi — q^)* -♦• SCç^ — qf») -♦- 2 -v 2«> 
(2p)' -H (2^)» + 22/)lqf — (29, — 5) (2p -H iqf) ^ q\—^t, 
ip* — 29* -H 9Î -4- (ip -^iq — qi) (294 — 3) -h 2 -h 2« > 0. 

Il est visible que cette inégalité est satisfaite pour des valeurs 
suffisamment grandes des nombres p et 9; notamment, quand q^ 
est égal ou supérieur à 3, la relation est vériGée pour toutes les 
valeurs des p; lorsque 9, est inférieur à 3, les plus petites 
valeurs possibles des nombres p se déterminent sans difficulté, 
mais cette analyse présente peu d'intérêt. 

Supposons en second lieu que Ton ait 

9, = 9, — . == 9,^, > 9,^,; 

faisons précéder la matrice d'une ligne d'éléments dont les « -4- 1 
premiers sont des constantes arbitraires, les autres étant nuls; 
nous aurons un déterminant représentant oc' courbes G d'ordre 
Sp -«- £9 — 9^; les points annulant la matrice sont en nombre 
supérieur aux conditions définissant o&' courbes G quand on a 

ip* -4- 2p,p, -f- 2p29 -4- 29,9^ -♦- « > i {2p -f- 29 — 9j) (2p + 29 — 9, -♦- 3), 

d'où, après quelques calculs, 

2p' — 29* -t- 9? -H (29, — 3) (2p -+- 29 — 9j) -+- )ls > 0. 

Gette inégalité est encore satisfaite pour des valeurs suffisam- 
ment grandes des nombres p et 9, et notamment pour toutes les 
valeurs des nombres p quand 91 dépasse 3. 

Évanouissement identique d'une matrice. 

4. Nous aurons fréquemment à nous- demander quand une 
matrice à deux lignes et trois colonnes de formes à une série 
de variables ap|, Xj, ... x^ s'annule pour toutes les valeurs des 

7 
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variables. Désignons chaque élément de la matrice par son 

degré, 

m m' w" 

n n' n" 

et supposons, pour fixer les idées, que les nombres m, m^ m'^ 
soient supérieurs à n, n\ n"\ ces degrés sont naturellement tels 
que chaque déterminant extrait de la matrice soit une forme 
homogène en x^y Xj, ... x^. 

Si n et n' ont un fadeur commun k, posons symboliquement 

n^k(n — A:), n' ^k{n' -- A;); 
le déterminant 

mn' — m'n ^ k[m(n' — k) — m'{n — k)] 

doit s*annuler pour toutes les valeurs des variables. Or, tous les 
systèmes de valeurs en nombre oc^""* qui annulent n' — A, 
sauf ceux en nombre (x''""^, qui annulent aussi n — A, doivent 
annuler m'; donc n' — k est un facteur de m' et Ton a sym- 
boliquement 

m' ^ [n' — A:)a, m^[n — fc)a. 

Si alors h est le plus grand commun diviseur de k et n/\ 

posons 

^ = /ï(A: — A), n" = A(w" — A), 

d*où 

n=A{A;— A)(n— A:) = A(w — /i), ii'=A(A;-A)(n'— A:) = /i(n'— A); 
le déterminant mn^^ — m^'n devient 

(» — k)oLh(n" — A) — m'7i(A; — A) (n — A:j = ; 

par suite, a(n" — A) est identique à w"(A — h) et, comme k — h 
et n" — h n'ont que oo^^-^ systèmes de valeurs communes, on a 

m" = (3(w" — A), a = p(^ - A), 

doù 

m ^ |3(« — A), m' ^ P(w' — A). 

Donc, dans une matrice identiquement nulle à deux lignes et 
trois colonnes, si les éléments d'une ligne ont un facteur corn- 
mun h, les éléments de l'autre ont un facteur commun P et, après 
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suppresêion de ces facteurs, leséléments d'une ligne sont identiques 
aux éléments cotTespondants de l'autre. 

Lorsque les éléments d*une ligne sont des formes du premier 
ordre, leur facteur commun est une forme linéaire ou une 
constante. 

La matrice est encore identiquement nulle quand les éléments 
d*une ligne ou ceux de deux colonnes sont identiquement nuls, 
oUy enfin, quand les éléments d*une colonne sont nuls et que, 
dans le déterminant restant, il y a un facteur commun à chaque 
ligne et à chaque colonne. Il faut remarquer que ce sont là des 
cas particuliers se ramenant à Ténoncé général précédent par le 
principe de l'addition des lignes ou des colonnes. Toutefois, la 
présente remarque est utile seulement dans le cas d*une seule 
série de variables x; quand nous aurons à considérer des matrices 
à deux séries de variables, les cas particuliers signalés ici devront 
être examinés à part. 

Gong^mences linéaires de variétés algébriques. 

5. Soit d^abord le cas très général d'une matrice à / lignes 
et I + 1 colonnes de formes de degré quelconque en X|, Xj, ... 
Xjf les coefiicients de ces formes étant, à leur tour, fonctions, 
d'ordre quelconque aussi, de trois paramètres homogènes a^, 
^2» ^Z9 '^s degrés des éléments en a; et en a doivent seulement 
être tels que tout déterminant extrait de la matrice soit une 
forme homogène en x et en a. 

Pour chaque système de valeurs des paramètres a, la matrice 
égalée à zéro représente, en X|, x^, ... x^, une variété algé- 
brique à d — 3 dimensions dans l'espace k d — 1 dimensions; 
par exemple pour d =» 4 c'est une courbe gauche, pour d = 3 
un groupe de points dans un plan. Quand les paramètres a 
varient, on a donc un ensemble doublement infini ou une con- 
gruence de ces variétés. Si Ton donne au contraire un point x, 
c'est-à-dire un système de valeurs de x^, x^, ... x^, la matrice s'an- 
nule pour un nombre fini [x de valeurs des paramètres a^, a^, as, 
ou, en d'autres termes, pour [ji points a, car on peut regarder ai, 
0L2f oL^ comme les coordonnées d'un point a dans un plan. 



'!••. 
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Aiasi la oongruenee eonsidérée est, en générai, d'ordre fx, 
c'est-à-dire que tout poini x appartient à [a variétés de la oon- 
gruence. 

Si, parmi les |ji points a répondant à un point quelconque x, 
il y en a « fixes pour tous les points x, ei |ji — s variables aveerr, 
la congruence s'abaisse à Tordre (A — 8, et réciproquement. 

En particulier la congruence est linéaire ou du premier ordre 
quand, des |jl points a, f^ — 1 sont fixes quel que soit x, et un 
seul variable avec x. 

Ces points fixes peuvent évidemment coïncider entre eux, tous 
ou en partie. En faisant précéder la matrice d'une ligne de 
formes indépendantes des x et de degré le moins élevé possible 
en a, on obtient, comme au n^ 3, des courbes C en a ; si un 
point fixe a est f^^'' sur chacune de ces courbes, il compte pour 
p points fixes a. 

A première vue, ces raisonnements rappellent la théorie des 
Transformations Cremona; mais l'analogie n'est qu'apparente, 
car jusqu'ici rien ne vient limiter, dans un sens ou dans l'autre, 
le nombre des points fixes a. D'après les n°* 1 et 3, on ne peut 
affirmer que ces points fixes situés sur oc** courbes G impliquent 
un nombre de conditions inférieur ou égal au nombre de points 
indépendants qui définissent un tel système de courbes. On ne 
peut même pas affirmer que les points fixes multiples a doivent 
être en nombre tel que les courbes G ne dégénèrent pas. La 
seule chose à faire est de donner aux nombres de lignes et 
colonnes de la matrice et aux degrés des variables les valeurs 
les plus simples, et d'examiner ces cas un à un. 

Paramétres intervenant an degré 1 ou 0. 

6. La matrice étant encore à / lignes et / -h 1 colonnes de 
formes a^ contenant les variables «4, x^, ... x^ au degré r^ -^ Sk 
et les paramètres a^, a^, a; au degré un ou zéro, elle s'annule 
pour (x.^ variétés algébriques. Si l'on a d «=> 4, / <» 2 et si r^- -h «^ 
est toujours égal à 1, quels que soient t et ky la matrice s'annule 
pour oc* cubique» gauches. Si l'on a d «=» 3, / «= 2, r^ +• «^ «=» i , 
la matrice s'annule pour oc* ternes de points dais un plan*. 
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Lorsque les paramèlres a ne Ggurent que dans une colonne, 
en faisant abstraction de cette colonne, on a un déterminant qui 
s*annule pour une hypersurface contenant toutes les oc* variétés 
de la congruence; par un point de cette hypersurface, il passe 
en général oo' variétés; mais par un point arbitraire hors de cette 
hypersurface, il ne passe aucune variété : on peut dire que la 
congruence est d'ordre léro. 

Lorsque les paramètres a ne figurent que dans une ligne ou 
dans deux colonnes, et ce au premier degré, la matrice, pour 
chaque point x, représente un seul point a; il n'est pas question 
de points fixes a et les systèmes de courbes C de tantôt sont des 
faisceaux de droites sans point fixe commun. La congruence, 
dans ce cas, est toujours linéaire. Si Ton se réduit à une matrice 
à deux lignes et trois colonnes de formes linéaires en x, on a les 
deux types suivants (*) 



(«) 



(II) 



«jO, -♦- 0LJi>, -k- (t^fi, oL^a'^ -♦- a,6i -+- ajci ct^oi' -4- ttjti'j -H «jC^' 


d. d: di' 




-0. 



0, 



Paramètres linéaires dans tous les éléments. 

7. Bornons-nous à la matrice à deux lignes et trois colonnes 
de formes d'ordre quelconque en X|, X2, ... x^ et linéaires en 
aj, aj, a3, 

Sa^ai^ 2^i^ii S^îCk 
S«,a« Sa.6„ S«,c« 



M 



0. 



Les courbes C en a s'obtiennent en faisant précéder M d'une 
ligne de constantes et forment donc un réseau de coniques. Des 
trois points a répondant à chaque point x, deux doivent être 



Ç) Nous avons étudié en détail le premier de ces types dans le Bulletin 
de V Académie royale de Belgique, mai 4907. 
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fixes et simples sur les courbes C ; car, si un point a était double 
sur ces coniques, celles-ci n*auraient plus d'intersection variable. 
Supposons d*abord les deux points fixes a distincts, et 
plaçons-les aux sommets aja^ et cuiOL^ du triangle de référence 
des a. Pour tout point x, la matrice M s'annule quand on y fait 
a] = a2=>0; ou inversement, quand a^ et ol^ sont nuls, la 
matrice doit s'annuler pour tous les systèmes de valeurs de 
X|, or^, ... x^; donc on a l'identité 



N,= 



«15 ^15 C,3 



ts 



s=0; 



l'autre point fixe 0^0.^ donne de même 



N, 



«18 "4* ^H 
(ht Ofi Cjj 



= 0. 



Nous avons appris précédemment comment des matrices 
pareilles peuvent être identiquement nulles : les éléments d'une 
ligne doivent avoir un facteur commun dont le degré en x peut 
aller depuis zéro jusqu'au degré, le moins élevé en x, des élé- 
ments de M; les éléments de Tautre ligne ont aussi un facteur 
commun dont l'ordre se déduit du précédent, et les facteurs 
restants sont identiques par colonnes, à une même constante 
près. Les cas où les éléments d'une ligne ou d'une colonne sont 
identiquement nuls ne doivent pas être considérés à part, parce 
que les éléments de Nj ou N3 sont, dans la matrice M, les 
coefficients des mêmes paramètres a^ ou a^ et qu'on peut donc^ 
par addition de colonnes ou de lignes de M, ramener les cas 
d'éléments identiquement nuls dans une ligne ou colonne de N^ 
(ou N3) aux cas d'éléments identiques dans deux lignes ou 
colonnes. 

Tous les cas où N3 s'annule identiquement étant combinés, 
de toutes les manières possibles, avec les hypothèses analogues 
relatives h N^, on obtient toutes les congruences linéaires des 
variétés considérées, en tant que les paramètres a sont linéaires 
partout et les deux points fixes a distincts. 

Supposons ensuite que les courbes C aient deux points com- 
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muns infiniment voisins, c'est-à-dire qu'elles aient par exemple 
au point ol^ol^ la même tangente a^ <» : les termes en a* et 
en aitts doivent manquer dans leurs équations, et Ton a d'abord 



N5 = 

et ensuite 



«15 ^15 ^a 
On f>n Cg3 



-0, 



(P) { «!»<•« + Oitf^n — a«<?i5 — o«8C|, = 0, 

Les diverses hypothèses qui annulent N^ étant portées dans 
les identités (P), on analyse facilement tous les cas possibles 
pour que ces dernières soient satisfaites. Même pour des degrés 
relativement petits des formes en ar^, œ^, ... x^, le nombre des 
combinaisons possibles est considérable. 

8. Circonscrivons le problème en supposant que les formes 
a^jk, à^jb* Cik soient toutes linéaires en Xi, x^, ... or^. Les résultats 
que nous obtiendrons nous fourniront : pour d = if des con- 
gruences linéaire^ de cubiques gauches; pour d «a 3, des 
congruences linéaires de triangles dans un plan. 

Dans ce champ plus restreint, pour que N3 s'évanouisse iden- 
tiquement, il faut : ou bien que les éléments d'une ligne de Ns 
soient identiques à des constantes près, alors il en est de même 
dans l'autre ligne et l'on peut, par soustraction, faire disparaître ag 
de deux colonnes de M; ou bien les éléments d'une ligne sont 
identiques, à une même constante près, aux éléments corres- 
pondants de l'autre ligne et, par soustraction, on fait dispa- 
raître as d'une ligne de M. Dans le cas de deux points fixes a 
distincts, on combine ces hypothèses avec celles qui amènent 
l'évanouissement de N^, et l'on a les cas suivants : 

1<> Le paramètre o^ manque dans une ligne de M et ag dans 
l'autre, ce qui fournit le type que voici : 






0. 
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Si la soustraction qui fait disparaître as de la seconde ligne 
en faisait disparaître en ménie temps ct^j on se trouverait dans 
le cas du type (I) signalé au n® 6; 

2® Les paramètres a^ et a^ manquent chacun dans deux 
colonnes, mais non dans les mêmes; c'est un cas particulier du 
type (II) du n® 6. Si a^ et a^ étaient absents des deux mêmes 
colonnes, on aurait la congruence d'ordre zéro signalée au n^ 6; 

3® Un paramètre manque dans une ligne et un autre dans 
deux colonnes; voici le type que Ton obtient alors : 



(IV) 






a,a 



l«*x 



«»c;; aïoi' 



«.ci' 



«.rfi 



«!<' 



= 0. 



9. Dans le cas des points fixes a coïncidents, on a encore 
N5 ^ 0, et Ton peut faire disparaître as d*une ligne ou de deux 
colonnes : 

1® Supposons la première de ces opérations possible et effec- 
tuée, donc 0^5 ^ 623 ^ 023 ^ 0; '^^ identités (P) deviennent 



P.= 



<*I8 "13 ^15 
OfS Ojî Cfi 



«0. 



Si les éléments de chaque ligne de P^ sont identiques à des 
constantes près, on peut, par soustraction de colonnes, ramener 
au type suivant, assez analogue, comme forme, au type (IV) : 



(V) 



«!«'« -^ f^ifx «frfi «ifi'i' 



0. 



Si les éléments de chaque colonne de P^ sont identiques à 
une constante près, on obtient le symbole que voici : 






'X 



0; 



dans chaque colonne, le facteur de a3 d'un élément est le même 
que le facteur de o^ de Tautre, mais 00 ne peut plus simplifier 
par soustraction. 
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Si les élémenu d'une ligne ou de deux colonnes de P^ sont 
identiquement nuls, on retrouve des types déjà rencontrés; 

2* Lorsque dans N5 les éléments de deux colonnes peuvent 
être annulés, donc quand on a b^^^Ci^^b^^^c^^^O, les 
identités (P) deviennent 

«I» t„ c« 
^n àti Cft 







et tous les modes d^évanouissemenl identique de cette matrice 
ramènent è des types déjà signalés. 

En résumé, quand la matrice n'a que six éléments de formes 
linéaires et quand les paramètres n'y figurent qu'à la première 
puissance au plus^ taules les congruences linéaires se ramènent 
aux six types obtenus par l'analyse précédente. 

Paramètres aflèetés d'exposants sapèrieurs À 1. 

10. Dans Timpossibilité de traiter la question d*une façon 
complète, nous examinerons brièvement quelques cas simples : 
la matrice est toujours à deux lignes et trois colonnes de formes 
linéaires en Xi^ x^, ..., x^. 

Si les paramètres a|, a^, aj figurent au n* degré dans une 
ligne, Tautre étant indépendante de ces paramétres, le nombre 
des points a répondant à chaque point x est n^; les courbes G 
sont d*ordre n et forment faisceau; les points fixes a sont en 
nombre n^ — 1. Écrivons la matrice 



= 0. 



di(x) dt{x) di{x) 

Il ne peut être question que les formes d^ soient nulles ou 
identiques, car alors la formule ne représente plus un ensemble 
de variétés k d — 3 dimensions. Donc, pour les n' — 1 points 
fixes a, désignés séparément par A, B, G, ..., on doit avoir 

A, k\ ... étant des constantes qui, dans un cas particulier, peuvent 
être toutes identiquement nulles. 
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Peut-on former une fonction «p du n* ordre en a et indépen- 
dante des JCy telle que Ton ait 

La forme «p a ^(n+ l)(n-4-2) coefficients et les relations 
écrites en dernier lieu sont en nombre rfl — 1; on pourra les 
vérifier par des valeurs convenables des coefficients si Ton a 

n*—i ^i(nH- 1)(n-4- 2) 

oUy successivement, 

2n« — 2.<(n^1)(n + 2), 
(w ^i)(n — 4)^0, 

donc, enfin, si n est au plus égal à ^. 

Lorsque la forme ^ peut ainsi être construite, on remplace la 
matrice donnée par 

fi — ^(aK 

et les éléments de la première ligne s*annnlen(, quel que soit x, 
pour tous les points fixes A, B, ... Dans les éléments de cette 
ligne, le coefficient de chaque variable x^ est une forme du 
n* degré en a passant par n^ — 1 points fixes. Ces formes 
appartiennent à un réseau si n = 2 et, en général, à un faisceau 
pour n Bs 3 ou fiea i. Lorsque c'est un réseau, chaque élément 
de la première ligne de la matrice écrite à Pinstant prend Faspect 

que voici : 

S(«)A|(a:) -f- T(a)p«(a:) -♦- U(a)y/x); 

on peut prendre pour paramètres S, T, U et l'on est ramené au 
type (I) du n^ 6. 

Quand, au lieu d'un réseau de courbes en a, on n*a qu'un 
faisceau, la matrice s'annule pour une infinité simple de variétés. 

Pour n supérieur à % des congruences linéaire! pourraient 
encore se ramener au type (I) si certains points fixes a étaient 
singuliers pour les courbes G. Pour n supérieur è 4, on conçoit 
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la possibilité de congruences linéaires échappant à cette réduc- 
tion, mais Texistence de ces systèmes est néanmoins probléma- 
tique. 

Un raisonnement analogue à celui qu'on vient d*exposer 
s'applique au cas où deux colonnes de la matrice contiennent 
les paramètres a au degré n, tandis que la troisième colonne est 
indépendante de ces paramètres; certaines de ces congruences 
se ramènent au type (II) du n® 6. 

11. Lorsque les paramètres a^, oj, ol^ figurent au second 
degré dans une ligne et au premier dans Tautre, les courbes G 
sont du troisième ordre et doivent avoir six points fixes, soit 
six points simples distincts ou non, soit un point double et deux 
pointa simples, lesquels peuvent coïncider entre eux ou avec le 
nœud. Dans chacun de ces cas, déjà nombreux, les hypothèses 
à combiner sont fort nombreuses aussi, d autant plus qu'on ne 
peut espérer de réduction par soustraction des lignes. 

Voici, à ti(re d'exemple, une congruence linéaire où les points 
fixes des cubiques G en a sont un nœud et deux points simples 
aux sommets du triangle de référence, 

a««50x+«««i^.+«iai<^« iXia5a^+ajtf,6i+a,a,ci cx.^ial/ +a^ifi'J +(x^'XiC'g 



tn 



0. 



12. Voici encore une congruence linéaire remarquable. Il 
est clair que toute matrice contenant les paramètres a^, aj, ol^ 
au degré n dans tous les éléments, mais où a^ manque dans une 
ligne et o^ dans Tautre, et où les deux lignes ne diffèrent que 
par le nom des paramètres, représente une congruence de 
variétés algébriques dont Tordre est i (n — i)(n — 2). En 
effet, pour chaque point x, Tévanouissement de la matrice 

/"(«!» «») ?(«i, a») 'f'(«n «s) 

est précisément la condition pour que la courbe plane uni- 
cursale 

Xi : X, : Xs = /"(flc,, a,) : f (a,, or,) : tp(aj, a^ 
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ait un point double; or une telle courbe a i {n — 1) (n — 2) 
nœuds. Si tous ces nœuds, sauf un, sont fixes, k congruence est 
linéaire. 

En particulier, si n » 3, la congruence est toujours linéaire. 

Dans le dernier paragraphe de celte étude, nous montrerons 
une congruence de cubiques gauches se ramenant au type 
actuel. A part cet exemple, nous ne traiterons pas en détail les 
systèmes signalés dans le présent paragraphe et nous nous 
contenterons d^approfondir les six types indiqués aux n^ 6, 8, 9. 

Points singuliers x dans les six types de oongmenoes. 

13. Appelons point singulier x un point x appartenant à 
une infinité simple de variétés de la congruence. Ces points sont 
en nombre simplement infini et il s*agit de déterminer la figure 
qu*ils engendrent. Esquissons la marche à suivre. 

Soit la matrice 

elle donne les trois équations 

/;(«,x)-*-pf,(a,jf)«.0 (»= 1,2,3). 

Si X est un point singulier, ces relations sont vérifiées pour 
00^ systèmes de valeurs de p, ai, a^, as, et réciproquement. Or 
ceci peut arriver de deux manières : ou bien p conserve la même 
valeur dans les oo^ systèmes et il suffît d^écrire que les trois 
dernières égalités sont indéterminées en a^, a^, as, en consi- 
dérant p, non comme variable, mais comme une constante 
inconnue; ou bien p varie avec a^, ag, a^ dans les œ* systèmes 
et alors on doit chercher la condition pour que les égalités soient 
indéterminées en p, a^, o^, a^, 

14. Appliquons cette méthode au type (I) du n"" 6 ; Téquatioa 
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ti les deux analogues en a', 6% ... a'', 6", ... sont iodéterminées 
en p, a|, a^, as quand on a 

Il a. '^ c. (/. Uî « 0, 

ee qui représente une varîélé sextique è d ^ 3 diroeDsions. 

Si p est une constante inconnue, on peut poser p *» Pi : pa ^^ 
les équations sont indéterminées en a^, a^f as quand on a 

Il pto, pA /»t«. pi^« Ijî = 0. 

Ces relations sont vérifiées : 

l"" Pour Pi =a et (abc) «» 0, mais alors les équations déter- 
minent les rapports mutuels dea^.a^, as; de sorte que, pour 
une indétermination de ces rapports, il faut révanouissemeni de 
tous les premiers mineurs de (abc) ; ceci arrive pour les points 
d*une variété algébrique kd — S dimensions, en supposant que d 
soit au moins égal à 5 ; 

2^ Pour p2 == et d^ » d^ = d^^ «=> 0, conditions compa- 
tibles seulement quand le nombre des variables x est au moins 
quatre, et alors a^, o^, as sont complètement indéterminés, 
c*est-à-dire que les points x communs à c/^, ct^, ct^' appartiennent 
à toutes les variétés de la congruence. 

Dans Tespace à trois dimensions, les formules (I) représentent 
une congruence linéaire de cubiques gauches passant par un 
point fixe (dd^d'^) et sappuifant huit fois sur une sextique 
gauche de genre trois^ || o^ 6^ c^ dj^ ||. Pour la justification de la 
seconde partie de Ténoncé, voir noire étude précédente. 

Dans le plan, les formules (I) représentent une congruence 
linéaire (ou involution) de triangles^ douée de six points singuliers. 

15. Les points singuliers d*une congruence du type (II) se 
trouvent au moyen des équations suivantes (p a été remplacé 

par Pi : Pa). 

«;vt H- d;vi = 0. 
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l"* Le rapport pi : p^ est indéterminé si Ton a a'j^ =:d^=^0, 
relations qui donnent une variété linéaire à d — 3 dimensions, 
coupant chaque variété de la congruence suivant une variété 
quadratique k d — 4 dimensions ; 

2® Si Pi : p^ est une constante inconnue, les deux premières 
équations (II') sont indéterminées en a^, o^, ol^ quand on a 









pA 

pA 



Pif* 
pj» 



P%^x 

P^M 



P\9' 
Pi9* 



-0; 



en éliminant de ces relations et de Tégalité a^'p^ -^ c^^'p^ «» 
le rapport p^ : p^, on obtient les équations 



£ = 



(aX'-dXO ^Kd'J-fM) ic^d'j-gWJ) 



0. 



Omettons la seconde ou la troisième colonne de cette matrice : 
nous obtenons deux hypersurfaces du quatrième ordre, 
admettant toutes deux, comme variété double, la variété linéaire 
a^ s= d'Jg c=3 0. Ces hypersurfaces ont une intersection du sei- 
zième ordre, où a"d'' figure comme variété quadruple; du 
système restant qui est du douzième ordre, il faut défalquer la 
variété cubique annulant la première colonne de ^ sans faire 
évanouir a^ et d^. Donc S b» représente une variété du neu- 
vième ordre à d — 3 dimensions. 

Dans lespace ordinaire, le$ cubiques gauches de la con- 
gruence (II) ont une bisécante commune a^'d'' et s'appuient, 
chacune par huit points^ sur une courbe gauche du neuvième 
ordre. 

En effet, la première colonne de £ peut se remplacer, grâce 
à Taddition des colonnes, par 

(ct^a, H- aj), -f- aacjdi' — (a.d, -»- «/, -f- «j^fjoi' 
(tf^ai ^ a,6; -4- aj<)d;' — (a^dl -4- a»/"; h- a^g',)a'J 

et cette colonne s'annule pour une cubique variable de la con- 
gruence plus la droite a'^d^^. Cette cubique variable coupe, en 
douze points, la surface quartique représentée par les deux 
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dernières colonnes de S; celte surface a pour droite double la 
droite a"c(" qui est biséeante de la cubique. Donc il reste huit 
points de la cubique sur la courbe de neuvième ordre. 

Dans le plan, les formules (II) représentent une congruence 
linéaire (ou involution) de triangles^ douée de dix points singu- 
tiers, y compris le point a"c{". 

16. Passons au type (Jil); nous devons examiner les 
relations 

1^ Si Pi : P2 doit varier avec les a, ces trois égalités seront 
satisfaites pour 00^ systèmes de valeurs de p^a^, p^o^, p^ai, p^aj 
quand on aura 

Il a. b, c, d. Il = 0, 

ce qui représente une variété sextique à d — 3 dimensions; 

2® Si Pi : p^ est une constante inconnue, les équations (IIF) 
sont indéterminées en a|, a^, ol^ quand tous les premiers mineurs 
du déterminant 

I p«a, -*- 94, ?A ?i9m I 

sont nuls. Or, cela arrive pour pi = et || Uj^ b^ || = 0, ou pour 
P2 e= et II djc g je II == 0, relations qui représentent deux variétés 
cubiques à d — 3 dimensions. 

S*il y a quatre variables homogènes X|, x<^, x^, or^, les for- 
mules (III) représentent une congruence de cubiques gauches 
ayant pour directrices une sextique du genre trois et deux 
cubiques gauches; chaque courbe de la congruence rencontre huit 
fois la sextique et une fois chaque cubique directrice; chaque 
cubique directrice rencontre huit fois là sextique. 

Dans le plan, on a une congruence linéaire de triangles douée 
de douze points singuliers. 
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17. Les oongruences du type (IV) donnent lieu aux équations 



(IV) 









'/ 



H /»ia|t/i^' — 0. 



pi^iA. =" 0, 



1® Considérons les deux dernières; si p^ : p^ est nne constante 
inconnue, ces relations sont indéterminées en a| : a^ quand on a 



pid'. 



-*-pW;-=o, Pi<' -^ p.d'j ^ 0, /»,c; = o, /»,c;' = o; 



ceci arrive soit pour pj «= et rf^ = d^' ™ 0, ce qui repré- 
sente une variété linéaire k d — 3 dimensions, soit pour 
c!p c=a c!^ s=a (o^d^' — Oxd[^) = 0, cc qui représente une variété 
quadratique ad — 4 dimensions; 

2® Si ces deux dernières équations (IV) sont indéterminées 
en pa»!, pgaj, Pia^jon a 



a 
u 



X 



ri' 



il'J 



= 0, 



variété cubique k d — 3 dimensions qui contient la variété qua- 
dratique trouvée immédiatement auparavant; 

3® Si les deux dernières équations (IVO donnent un seul 
système de valeurs de Pa»!, p^aj, p^a^, la première équation (IV) 
peut encore être indéterminée en a^ : 04 si l'on a 

pA -^ Pi/i = 0, p,«ia, -+- /îa^jc, -♦- /9,of4(/, = 
et ces égalités combinées avec les deux dernières (IV) donnent 



= 0, 



qui représente une variété sextique k d — 3 dimensions» 

De plus, les équations (IV) sont encore vérifiées pour /!r«"0 
et P2 1=3 a^ = 0, donc od* variétés de la congruence se ramènent 
à une variété ^^ à d — 3 dimensions, accompagnée d*une variété 
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rf. 
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d'J 
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linéaire cl 



jf 



à d — 3 dimensions. 
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Si é'^Af la cohgrum^ee du tfpe (IV) eit formée de cubiques 
gauc/tês renconinmt quaire fois une sextique gauche de genre 
trois, rencontrant cinq fois une cubique gauche octosécante de la 
cubique directrice et rencontrant une fois une droite bisécante de 
Im cubique directrice. En effet, la cabique variable et la cobtque 
directrice sont de système opposé sur la quadrique 



«i«i 



«aCi 



«.a;' 
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ff 



d: 



0, 



a,o, -♦- «,6, 


< 


0': 


c. 


ci 


cL' 


a^d, ■*- a,f; 


d: 


d'J 



donc elles se coupent en cinq points; la cubique directrice est 
représentée par deux colonnes de la matrice annulée par la 
sextique, donc ces deux courbes se coupent en huit points; la 
cubique variable et la cubique directrice étant sur une même 
quadrique, et la seconde coupant huit fois la sextique, la première 
la coupe quatre fois, car les trois courbes sont sur la même 
surface cubique, 



= 0; 



enfin la droite Wd'^ est bisécante de la cubique directrice et uni- 
sécante de la cubique variable qu'elle rencontre au point 

Si d «=3^3, on a une congruence linéaire de triangles, présentant 
neuf points singuliers. 

18. Considérons ensuite le type (V), qui donne les équations 

p^.a; -+- pfOLj)'^ + ptaidl = 0, 

Les deux dernières sont indéterminées en p^a^, p^a^. p^a^ si 
Ton a 

< ^' < „ r. 



a 



K c'J 



ce qui représente une variété cubique h d — 3 dimensions. 

8 
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Si Pi : p^ est une constante inconnue, les deux dernières 
équations sont encore indéterminées en ai : a^ quand on a 

ce qui représente une variété quadratique à d — 4 dimensions, 
contenue dans la variété précédente à d— 3 dimensions; ou 
bien quand on a p^ «» et d^=a d^ «=» 0, ce qui représente une 
variété linéaire k d — 3 dimensions. 

Si les deux dernières équations (V) sont déterminées en 
p2^i* P2<^2* Pi^i» '^ première peut être indéterminée en ol^ quand 
on a 

Or les deux dernières équations (V) donnent 

et la substitution fournit 

c, = 0, ajfi'd") {d'à'') + 6.(rf'a")' + djip'd") (a'b") -h /;(a'6") (6'rf") = 0, 

ce qui représente une variété du cinquième ordre à d — 3 dimen- 
sions. 

Observons en passant que, pour /l^ = et pg = «j c=3 0, les 
équations (V) sont toujours satisfaites : une iniinité simple de 
variétés de la congruence se ramènent à une variété fx^d — 2 
dimensions et une autre 6^s6^6=30àd — 3 dimensions. 

Dans Tespace ordinaire, on a une congruence de cubiques 
gauches ayant pour directrices une cubique gauche, une quin- 
tique plane et une droite. 

Dans le plan, on a une congruence de triangles présentant neuf 
points singuliers, dont cinq en ligne droite. 

19. Enfin le type (VI) nous conduit aux relations 

(VI') { /?»«ia; -4- p^X -\- {piaz -4- pia4)Cx -♦- pi^id'^^=Oy 

PiUiù'J -♦- PiûtJ)',' -4- (p^(!Ci -4- Pif^tWJ H- p^OC^d'J = 0. 
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Elles sont indéterminées en p^ : p^ et a^, a^, a- quand on a 

Il a, 6. c, d, II « 0, 

ce qui représente une variété sextiquc h d — 3 dimensions. 

Si pi : p2 est une constante inconnue, les équations sont indé- 
terminées en ai, a^, a^ quand les premiers mineurs du déter- 
minant 

I Pi«« -^ p\d» pJ>M -♦- piC, pifix I 

sont tous nuls; ceci arrive pour p^ «» et ||e(;rC^|| =» 0, variété 
cubique à d — 3 dimensions; et pour ||6^C;r|| «. avec |a^d^c^| 
Bs 0, variété du neuvième ordre k d — 4 dimensions, contenue 
dans la variété singulière sextique. 

Dans Tespace ordinaire, la congruence du type (VI) est formée 
de cubiques gauches coupant huit fois une sextique gauche de 
genre trois, et une fois une cubique gauche octosécante de la 
sextique. Ces directrices n^offrent que neuf conditions, au lieu 
des dix requises pour une double in6nité de cubiques. Mais le 
type (VI), de même que le type (V) est un cas limite; il y a 
donc une condition de contact dont la détermination exigerait 
rétude approfondie de la congruence. Celte théorie peut être 
exposée, pour les six types ci-dessus diaprés le modèle que nous 
avons donné pour la gerbe de cubiques ayant en commun deux 
points et trois bisécantes (voir notre Étude de quelques surfaces 
algébriques^ etc., chap. III); de tels développements menacent 
d*étre longs et monotones; ils ne peuvent trouver place ici. 

Dans le plan, les formules (VI) représentent une congruence 
linéaire de triangles^ douée de neuf points singuliers, 

0184386 d'une congraence de variétés algébriques. 

20. Appelons classe d'une congruence de variétés algébriques 
le nombre de fois qu'une droite arbitraire de Tespace contient 
deux points X d'une des variétés proposées. 

Soit la congruence 

/ii(a,^) fii{^:X) fiz{a,x) 



M = 



0; 
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les formes /"^ étant du premier degré en x-i, x^, ... x^eldu 
degré Pi -t- qjt en ai, a^, as, et supposons pi ^p^, q^ ^92 ^Çs- 
Si le point x parcourt une droite yz, on peut poser 

les fonctions /i* deviennent fikioLfy) -*- ifij^Çoc^ z). Exprimons 
alors que la variété 

Il /■«(«. y) -*- </«(«, «) Il = 

contient deux points de la droite yz ou que les équations 

sont compatibles pour deux systèmes de valeurs de p et ^ : 

N s II /;,(«, t/) /;.(«. ic) Ma, y) UoL, «) Il « (/c = i , 2, 3). 

Considérons les y et les z comme des constantes, a^, a^, aj 
comme les coordonnées d'un point d'un plan. Omettons, dans N» 
la seconde ou la quatrième colonne : les deux déterminants 
obtenus représentent deux courbes en a, de degrés respectifs 

Pi -t- 2p2 -^ ^9 6( ^ Pi *^ P2 -^ ^9* ^^ \e\xT% intersections, il 
faut défalquer les \k points qui rendent proportionnelles les pre- 
mière et troisième colonnes de N ; or on sait que 

f* =PÎ -^ PÎ -^ PiP« •+- spsç -4- 2749,. 

Si la congruence donnée est linéaire, ^ — 1 des points a sont 
fixes; s'ils sont simples sur les courbes G pour la matrice M, ils 
le sont aussi en général pour les courbes G de la matrice N ; alors 
le nombre variable de points a annulant N est 

(2/)i -♦- pî -♦- iq) (pi -*- 2pj -#- 2qf) — 2/tc -4- 1 ^ 2pî -♦- 2pî -h ^p^p^ 
-♦- 32p27-i-(27)*— Spî — 2pî — 2pip, — 22p27 — 227,(7, -4- \ 
s 3pip, -»- 2p27 -«- 9Î 4- gî -4- 9Î -f- 1 . 

Telle est, «n général^ la classe d'une congruence linéaire; mais 
elle peut s'abaisser lorsque des points fixes a sont multiples 
pour les courbes G de la matrice N. Quand tous les nombres q 
sont nuls, ainsi que p^, la classe est toujours 1 ; nous avons vu 
que, dans les plus simples de ces cas, la congruence se ramène 
au type (I). 
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21. Od peut donc formuler une règle pour découvrir la 
classe d^une congruence^ quand les formes de la matrice sont 
linéaires en x : on double la matrice dans le sens des lignes; on 
remplace, dans chaque moitié du nouveau tableau» les variables x 
par les coordonnées d'un point y ou d'un point z, et Ton compte 
le nombre de points a variables qui annulent cette nouvelle 
matrice. En appliquant cette règle, et en donnant une attention 
spéciale aux points fixes a, on trouve sans peine les résultats 
suivants. 

Les congruences linéaires du type (I) sont toujours de pre- 
mière elasse; elles constituent, dans l'espace à trois dimensions, 
le premier type de congruences linéo- linéaires trouvé par 
M. Veneroni (*). 

Les congruences des types (II), (III), (IV), (V), (VI) sont 
respectivement de classe 3, 4, 2, 4, 6. 11 serait intéressant de 
rechercher dans quels cas cette classe s'abaisse. Nous ne traiterons 
pas ici cette question. Mentionnons seulement ce cas particulier 
du type (II) constituant une coogruence de première classe. 

C'est le second type de congruence linéo-linéaire de M. Vene- 
roni ('*'*), si l'on s'en tient à Fespace à trois dimensions : les 
eubiques gauches qui le constituent sont fournies par les 
intersections mutuelles des quadriques de deux faisceaux, 



= 0. 



«fO. -^ «A 


a'J 


= 0, 


«lOi -♦- AtJCs 


«|d, -♦- «t/. 


d'J 


^ > 


«l< -^ «3»^ 



n 



a. 



«0, 



ayant toutes la génératrice commune a"d'' ; ces cubiques ont 
pour direetrices cette droite u'^W qu'elles rencontrent chacune 
en deux points, ainsi que les deux cubiques 



= 0, 





0. 6, a',' 
d, U d'J 


-=o, 


< 

d: 


c: 

9'^ 


a'.' 
d'J 


(*) «en 


die. tire. mat. Paît 
i. 


;rino, 1903. 
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qu'elles rencontrent chacune en quatre points et qui ont aussi 
Q!^d!^ comme biséeante. M. Veneroni a aussi signalé, en 1904, 
le cas limite où ces deux cubiques coïncident. 

Cubiques gauolies ayant cinq biséoantes communes. 

22. Nous allons montrer que le système de cubiques gauches 
ayant cinq bisécantes communes se ramène à un type signalé 
au n® 12. 

Appelons yV, j/"2", y'"^"', y^^z^^y yfi' cinq droites données 
définies chacune par deux points. Prenons, sur la première, 
deux autres points H et L, ayant pour coordonnées 

Les six plans menés par chacun de ces deux points et par les 
trois droites î/"j8", î/'"je'", y'^z*^ ont pour équations 

a. = {xyy'z'') -*- h(xzy'z") = A -h AA' = 0, 
a; = (xy'y'"z''') -*- h{xz'y'''z'") = B + AB' = 0, 
a'J = (xy'y'^z'') + h(xzYz'') = C-^ hiV = 0, 

6. s A + /A' == 0, 

6;=B H./B'=-0, 

Nous avons montré (*) que la congruence de cubiques gauches 
passant par H et L et admettant pour bisécantes j/"»", 2/'"«'", 
y^^'z'"' a pour équations 

«!«« «ïOi «jOi' 

6x 6: 6^' 



G = 



= 0. 



Cherchons celle de ces cubiques qui a pour biséeante y^z" : 
une biséeante d^une courbe variable de la congruence 6 a pour 
équations 



(*) Étuiie de quelques surfaces algébriques, etc. Chap. III. 
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Exprimons que cette bisécante passe par les points j/^ et z*; 
des quatre relations ainsi obtenues nous tirons 

A:At::'=|6;,6;;|:|6;;6,,|:| 6^,6^,1, 

Aa, : ^o, : v«5= | o^^ a/; | : j a'J,a,^ \ : \ a^^a'^, \ ; 

par division, nous obtenons les valeurs proportionnelles à a^» a^, 
a^ ; en les portant dans la matrice G, nous aurons la représen- 
tation suivante de la courbe cherchée : 



0. 






£n nous reportant aux expressions données plus haut pour 
les formes a, 6, nous voyons que les éléments de cette matrice 
contiennent les x au premier degré; que les éléments de la pre- 
mière ligne sont cubiques en h et ceux de la seconde cubiques 
en /; que les deux lignes ne diffèrent que par la substitution de 
/ à A. Or, si / et A varient, on a oo^ cubiques gauches ayant pour 
bisécantes les cinq droites données ; on peut évidemment rendre 
les paramètres homogènes. 

La congruence de cubiques gauches ayant cinq bisécantes com- 
munes est représentée par une matrice de six formes linéaires 
quaternaires contenant les paramètres variables au troisième 
degré; un paramètre manque dans chaque ligne et les deux lignes 
ne diffèrent que par le nom des paramètres. 

Or, nu n*' 12, nous avons vu qu*une congruence de ce type 
est linéaire, parce que son évanouissement donne le point 
double d*une cubique plane rationnelle. 

Ainsi apparaît une relation inattendue entre les deux faits 
géométriques suivants, fort éloignés en apparence et traduits 
par les mêmes formules analytiques : 



Une cubique plane ration- 
fie/fe possède un point double 
et un seul. 



Un point et cinq bisécantes 
définissent une cubique gauche 
et une seule. 
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III 

La ttiéorre des matrices dans l'espace réglé. 

Aussitôt que le nombre des variables homogènes des formes 
considérées dépasse quatre, il se présente des possibiliiéâ 
algébriques nouvelles; notamment les conditions de Tévanouis- 
sement d'une matrice à { lignes et / + 3 colonnes deviennent 
compatibles en général; il en est de même des conditions néces- 
saires pour que les premiers mineurs d*un déterminant soient 
tons nuls. 

Pour nous, ces questions d^algèbre n*ont d'intérêt que par 
leur application à la géométrie, et plus spécialement à la géo- 
métrie à trois dimensions. Aussi après avoir montré brièvement 
ce qui se psse dans le cas de cinq ou de n variables, nous 
passerons à l'fayperquadrique de Tespace à cinq dimensions; 
cette théorie, on le sait, est celle de Tespace ordinaire réglé. 

Nous avons déjà dit, dans notre première étude, et nous 
répétons ici, que tous les résultats d'algèbre sont contenus dans 
une formule unique de M. Giambelli. Pourtant nous démontrons 
les théorèmes dont nous avons besoin, parce qull est bon 
d'avoir des procédés pour résoudre chaque problème parti- 
culier (*). 

Matrices à / lignes et l -^ 5 eoloxmes. 

1. S'il y a cinq variables homogènes, une matrice M^||ai>fe|| 
à / lignes et / -i- 3 colonnes s'annule en général pour un nombre 
fini de points dans l'espace à quatre dimensioas. lodîquoDS la 



(*) {Nous ayons reçu, peu d* jours après renvoi de notre sHmuserH, 
deux nouvelles notes de M. GiAirasixi, intitulées : Le varieia rappresetètaSe 
per mezzo di una matrice generica di forme, etc. (Rendic. R. Accad. dei 
LiNCEi, série 5, t. XiV, séances du 3 et du 17 décembre 4905).] 
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narehe à suivre peur trouver ces points quand Félémeot a^^ est 
de degré w^ -+- 9^ en xj, Xj, X3, X4, Xg. 

Les / premières colonnes forment un déterminant qui s*annule 
pour une hypersurface d*ordre 

Les / + 2 dernières colonnes représentent une courbe dont 
l\>rdre y est (voir notre Etude I) une fonction connue des 
nombres n et 9 figurant dans ces colonnes. Des f/v intersections, 
il faut défalquer les points annulant la matrice N des / -f- 2 der- 
nières colonnes de M en même temps que la matrice P des 
l — \ premières colonnes de N. 

Mais la recherche de ces derniers points se ramène au pro- 
blème initial. En effet, les points annulant la matrice des 
/ — 1 premières colonnes de N forment une variété à deux 
dimensions^ et les points annulant la matrice des I -h 1 dernières 
colonnes de N en forment une autre Q également & deux 
dimensions; elles ont en commun des points isolés en nombre 
facile à caluler. Il faut en déduire les points annulant la matrice 
des / — 2 premières colonnes de Q ainsi que le déterminant 
des / dernières et ceci se ramène facilement au premier pro- 
blème proposé avec une diminution du nombre d'éléments. 

Il n*y a pas de difficulté essentielle à chercher les formules 
générales des problèmes esquissés ci-dessus; mais Tintérèt de 
ces formules est mince. Nous allons restreindre la généralité 
pour avoir des résultats plus maniables. 

Constatons en passant que, si une matrice de formes quinaires 
s'annule pour X points, la même matrice de formes à d variables 
s^annule pour une variété d*ordre X, à d — 8 dimensions, dans 
Pespace h d — 1 dimensions. 

2. Soit une matrice à / lignes et / -t- 3 colonnes de formes 
quinaires, tous les éléments de la t^"'** colonne étant dWdre 9^-. 
Lm l ^emières eolonnes forment un déterminant qui s'annule 
pour une hypersurface d'ordre 2i?^ 
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Les / + 2 dernières colonnes forment une matrice s'annulant 
pour une courbe d'ordre (voir notre Etude I) 

La formule donnant les points communs contient le terme en Çi 

Pour les points à défalquer, la lettre Çi n*entre plus en ligne 
de compte. Or le nombre des points annulant la matrice donnée 
est évidemment une fonction symétrique des lettres q; donc 
cette fonction est 



29«%M/» (i^j^k^h). 



3. Soit une matrice P à / lignes et / — 1 colonnes de formes 
quinaires d'ordre q^ par colonne; faisons-la suivre de trois 
colonnes de constantes, ce qui donne une matrice N à / lignes 
et / -f- 2 colonnes ; cherchons le nombre de points communs aux 
deux variétés annulant P et N. La première est d^ordre 

La matrice des / + 1 dernières colonnes de N s'annule pour 
une variété d'ordre 

Dans la formule donnant les points communs, les termes 
en 9i sont 

?î^»"*î«?i •*- qi^'Yiqj -^ qi^^qtqjqk' 

]Lia lettre q^ n'intervient pas dans la formule des termes à 
défalquer ; donc, à cause de la symétrie évidente, le résultat est 

4. Soit une matrice N a / + 3 colonnes et / lignes de formes 
quinaires, les éléments de la t^°^® ligne étant tous de degré m«-. 
Cherchons les points communs à cette matrice N et à la variété 



(125) 

annulant la matrice P des / — 1 premières colonnes de N ; 
d*après notre Étude I, la variété P est d'ordre 

et la variété Q annulant la matrice des / -^ 1 dernières colonnes 
de N est d'ordre 

Des points communs, il faut défalquer ceux qui annulent la 
matrice des / — 2 premières colonnes de Q (Lmim^m^)^ en 
même temps que le déterminant des / dernières colonnes (ïifn)^ 
sans toutefois annuler la matrice des l — 3 premières colonnes 
de ce déterminant. Comme d'après le n*" % ces derniers points 
sont en nombre Iirnj^nh2ni^m^, le résultat final est 

ou encore 

5. Soit enfin une matrice M de / + 3 colonnes et de / lignes 
de formes quinaires d'ordre m^ par ligne; cherchons le nombre 
des points annulant M. Les / premières colonnes représentent 
une hypersurface d'ordre Sm et les / + 2 dernières colonnes 
une courbe d'ordre 

Des points communs, il faut défalquer ceux qui annulent la 
matrice N des / + 2 dernières colonnes de M et la matrice P des 
/ — i premières de H, résultat que Ton vient de trouver. La 
formule finale est donc 

et on peut évidemment lui donner diverses autres formes. 

Gongruences de droites annulant des matrices. 

6. Considérons une matrice || a,v& Il & ^ lignes et / -4- 1 colonnes 
de formes homogènes en p^g, p^g, ^^4, pgg, p^^, p^ et, pour 
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restreindre un peu la généralité, supposons que les éléments de 
chaque ligne soient de même ordre tn^. 
Si Ton admet la relation identique 

n ^ p„p84 •+- pnPkï -^ PhPo « 0, 

les quantités pij^ sont les coordonnées plûekériennes d'une droite 
dans Tespace à trois dimensions. Chaque élément a^^, égalé à 
zéro, représente un complexe d*ordre 977^. L'évanouissement de 
la matrice |] a/^ || représente donc une congruence F de droites 
dont Tordre (et la classe) est 

7. En faisant précéder la matrice || a^j^ || d*une ligne de con- 
stantes ai, a^, ..., oLi+ifOn a un complexe G d*ordre Sm contenant 
la congruence F. 

Deux complexes C» caractérisés respectivement par les con- 
slaotes a et P, non proportion nelles, ont en commun, d abord la 
eongr^ienee F, ensuite une congruence A annulant la matrice 
obtenue en faisant précéder || a^^ \\ des deux lignes de constantes 
a et p. On peut remplacer les a ou les ^ par des quantités a -^ k^, 
de sorte que les congruences F et A servent de base à un faisceau 
de complexes G; si les a et les ^ sont des coordonnées de points 
dans un espace i / dimensions (/ ^ 2), on peut dire que chaque 
congruence A est associée à une droite de cet espace. 

La congruence A est d*ordre ^mim^; elle a en commun avec 
la congruence F une surface réglée R dont Tordre se trouve 
diaprés notre Étude I; seulement, il faut introduire le facteur % 
à cause de Thyperquadrique n » 0. Voici le degré de R : 

Ceci suppose que / vaut au moins 3. Ainsi, deux complexes G 
circonscrits à la congruence F ont encore en commun une 
congruence A d'ordre Sm^m^ qui coupe F suivant tme surface 
réglée d'ordre r. 
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8. Chaque sorfaee réglée R est détermioée par iid nombre 
fini de ses rayons. En effet, donner un rayon de F c^est donner 
un faisceau de relaiîona linéaires entre les éléments de chaque 
ligne de llo^^lj. Les coefficients d'une de ces relations peuvent 
être considérés comme des coordonnées homogènes d*un hyper- 
plan dans un espace à / dimensions. Gomme les a et les P 
doivent vérifier une de ces relations, les points a et p (de coor- 
données ait 04, ...y A/^i; |3|, P^, ..., P^^i) doivent être dans un 
des hyperplans de ce faisceau; la droite a^ doit donc s'appuyer 
sur le biplan, base de ce faisceau* 

Or, on démontre assez facilement, et le fait doit être 
connu, qu*il existe un nombre fini fx de droites s*appuyant sur 
2/ — 2 biplans, et ce nombre fx est égal à 1.2.3. ..(/ — 1). 

Par suite, toute iurface R est déterminée par 2/ — 2 de ses 
rayons, maie non d^une façon unimque^ car un groupe de 
2/ — 2 rayons appartient à f/ surfaces R. 

9. Trois complexes G, caractérisés par les lignes de con«- 
stanies a, (3, y qui, par hypothèse, n'appartiennent pas à un 
même faisceau, ont en commun, outre la congruence F, une 
surface réglée S obtenue en faisant précéder la matrice [ja^^ || de 
trois lignes de constantes a, |3, y. Si / est au moins 3, Tordre 
de cette surface réglée est 

2Sm|7iitti}s. 

La surface S a en commun avec F un nombre fini de rayons. 
Ge nombre est, d'après le n® 3, 

en supposant / au moins égal à 4. 

Quatre complexes G ont en général (si / est au moins k) un 
nombre fini de rayons communs hors de F. Pour les obtenir, 
il suffit de faire précéder la matrice ||a/^|| de quatre lignes de 
constantes; la nouvelle matrice s*annule pour un nombre de 
droites égal à 
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10. Considérons è présent une matrice i / lignes et / -^ 1 
colonnes de formes a^^, les formes d*une même colonne étant 
du même degré n^ en pi^, Pi5« ••• Cette matrice s*annule pour 
les rayons d*une congruence T de droites, congruence d'ordre 
et de classe Lnitii^. 

En faisant suivre la matrice d'une colonne de constantes 
«1* oi^> •••« oLh ^n A la représentation d'une surface réglée T 
d*ordre ^Sni^i^ris, dont tous les rayons appartiennent i T (en 
supposant le nombre / -4- 1 de colonnes au moins égal è 3). 

Une telle surface T est en général déterminée sans ambiguïté 
par / — i rayons de F. Car, donner un rayon de F, c'est donner 
une relation linéaire entre les éléments de chaque colonne de la 
matrice ||^r>||* L.es coefficients de cette relation peuvent être 
regardés comme les coordonnées d'un hyperplan dans Pespace 
à { — 1 dimensions. Les constantes a^, a^, ...> a/, devant vérifier 
cette relation, peuvent être regardées comme les coordonnées 
d'un point qui doit être sur Thyperplan en question. Or, en 
général, / — 1 hyperplans de l'espace è / — 1 dimensions déter- 
minent un point, et un seul. Donc / — 1 rayons de F déterminetii 
une surface réglée T, et une seule. 

Deux surfaces réglées T, définies par des constantes «^,«2» —9 
A/ et |3|, P2« •••> P/» non proportionnelles, ont en commun un 
nombre fini de rayons. Ceux-ci sont représentés par Févanouis- 
sement de la matrice ||a/^|| suivie de deux colonnes de constantes* 
Leur nombre est en général 

Un de ces groupes est déterminé par / — 2 rayons de F. Car, 
donner un rayon de F c'est donner un hyperplan de Tespace 
à / — 1 dimensions et cet hyperplan doit passer par les points 
a et P, donc par la droite a^. Or / — 2 hyperplans définissent 
une droite. 

11. Dans le cas où les éléments de la matrice ne sont pas de 
même ordre en p^^, Pi5>-** ^^ P^^ lig^^ ^^ P^i* colonne, on peut 
encore (voir Étude II) déterminer les complexes d'ordre le moins 
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élevé circonscrits à la congruence, ainsi que des surfaces réglées 
formées de rayons de la congruence. Mais Ténoncédes résultats est 
pénible, et cette recherche ne fait pas intervenir d'idée nouvelle. 
Nous y renonçons donc et plaçons seulement ici une remarque 
sur les matrices i { lignes et / + 1 colonnes de formes toutes 
du même ordre n en p^^, p^^, ... 

La congruence F est alors d'ordre et de classe inH{l + 1). 

Les complexes G du n® 7 sont d'ordre ni; les congruences A 
sont d*ordre et de classe in*/(/ — 1). Les surfaces réglées R 
sont d'ordre 

2n»[/(/ — i)^iW — l)(f — 2)] = in»/(/ — i)(6-+./ — 2) 

6 3 

«in»/(/-4)(/^4). 

Les surfaces réglées T du n* 10 sont d'ordre jn'(/^l) / (/ — i). 

Comme fait nouveau, nous enregistrons ceci : une congruence A 
et une surface T quelconques appartiennent toujours à un même 
complexe d*ordre n(/ — 1), dont l'équation est l'évanouissement 
d'un déterminant obtenu comme suit : on fait précéder la matrice 
Ij n^ Il de deux lignes de constantes, on la fait suivre d'une 
colonne de constantes et l'on complète par deux éléments nuls. 

Nous espérons, dans un travail ultérieur, pouvoir préciser et 
compléter tous ces résultats pour des congruences spéciales du 
type r. 

Évanouissement des premiers mineurs 

d'un déterminant. 

12. Considérons, pour fixer les idées, un déterminant è trois 
lignes ja.vtl (t, A:=l, 2, 3), dont chaque élément a,-^ est une forme 
d'ordre w,- -*-?>& à cinq variables homogènes, oc^, ocg. 0*5, x^, x^. 

Il y a, en général, un nombre fini de points x annulant tous 
les premiers mineurs de ce déterminant. Ces points satisfont à 
quatre conditions; ils annulent notamment les deux matrices 



Ou «IJ flis 
««I flji «Ï5 



Oii a|2 0|5 
Cfsi ^5î C^BS 
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Ces deux malrices représenlent, dans l^espaee à qualre 
dimensions, deux surfaces ayant en eommun la courbe 

^11 = ^12 "^^15 ""^ ^* ™^is '^^ points de eette courbe sont hors 
de cause, car généralement aucun d*eux n*annule la matrice 



a« «M «M 

0«l Ojï flgs 



Ainsi le problème est ramené à chercher les points communs 
aux deux surfaces, qui n^appartiennent pas à la courbe commune 
signalée. Or la surface 



«li «« «i» 

«« ÛM ««3 

d'ordre n] •+■ n\ -i- iiiW, -h (wj -♦- w,) Sp 
surface û^nOsa — «is^'oi = 0, d'ordre n^ 
une courbe d'ordre 



0, 

SpiPi, coupe rhyper- 
fij -*- Pi -*- P2, suivant 



[n\ -+- nj -I- iiiW, H- (n, -+- n2)I!p -4- Spip,](ni -^ n^ -^ pi •+• p«). 

Il faut en défalquer la courbe de degré (n^ -¥- pi) (n^ + p^) 
(m -f- P3) annulant a^i c^i^ ^159 ^^^^^ ^^^^^^ ^^^ courbe y de 
de degré 

r = [«î ■+- «î -^ ri,«a -4- (W4 -^ n,)Sp -»- Sp,pj](»i -♦- 115 ^ p, -f- p,) 
— (Wi -♦- P4)(W4 -4- p2)(w, -♦- p5) = wî(wj H- Wj) -*■ nî(»j -+- rij) 
-*- WiWjWj -♦- SnifijSp -♦- (nî -*- wj -f- WiWj)(pi -*- pj) 
-^ («4 -*- w») (pî -♦- pî -^ p,pj) -^ SnSp^p, H- pî(p, -^ ps) ^ pip,p5. 

Cette courbe y annule tous les déterminants à quatre éléments 
extraits du tableau suivant : 

flll «H flis 

(T) «41 «M aa 

«51 «51. 

Bien que la courbe a^i =» a^^ "^ ^13 ===» ne soit pas partie 
intégrante de la courbe y, elles ont des points communs isolés, 
savoir ceux qui annulent à la fois aii.Oi2>«i3 et o^\a^'2 — ^22^31 ; 
le nombre de ces points est 

P = (wi H- p,) («1 -♦- p.) (ni -♦- Ps) (w, -4- «, -♦- p, -I- p.). 
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Pareillement, par raison de symélriey la courbe y coupe la 
courbe a^ => a^^ sa 03^ <» en des points dont le nombre est 

y s (W| -I- pt) (», -*- p.) (n, -4- Pi) (Ht ^ n, -I- p, -«- p»). 

La courbe y coupe Thypersurface 0^0^^ — ^13^31 "=» 
en y (ni + 115 + pi + P5) points. Mais il faut écarter ceux qui 
annuleraient a^ et 0^5, ou bien a^i et 05^, sans annuler tous les 
premiers mineurs de | a^ \. Or, si Ton a a^ = 0^5 =» 0, voici à 
quoi se réduisent les déterminants extraits du tableau (T) : 

«««lî» 0, ai,a,„ ci^aw, a^Un — a«i^ji. 

On voit sans peine qu*ils s'annulent simultanément quand on 
a «12 ■=" ^2i<*32 — Û22Û31 = 0, et ces conditions, avec les hypo- 
thèses Cil s» a|5 = 0, représentent les fx points signalés plus 
haut. Par raison de symétrie, on doit aussi défalquer les v points 
analogues. 

Finalement, le nombre de points annulant les premiers 
mineurs de | (i^v^ | est donné par la formule 

N = r (W4 -*- W3 -f- p, -H Ps) — fx — y. 

Un calcul facile transforme cette expression en 

•+- 3ll77ififp,p3 -+- 2SM4niPiPt •+- £«*Sp,pï -4- Jln(Iip]pi + 2p,psps) 
-f- £p?p,p5 -*- Spîpî. 

Dans les cas où tous les éléments du déterminant donné sont 
du même degré n, les points annulant tous les premiers mineurs 
sont en nombre 6n*. 

Lorsque les variables Xi^ x^y ... sont en nombre /, Tévanouis- 
sèment de tous les premiers mineurs d'un déterminant à neuf 
éléments représente, dans Tespace à /— 1 dimensions, une variété 
algébrique à / — 5 dimensions et d ordre N. 
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Complexes annulant des déterminants. 

13. Considérons encore, pour fixer les idées, un déterminant 
à neuf éléments a^, mais supposons que ceux-ci soient d'ordre 
Ui + Pk par rapport aux coordonnées homogènes d'une droite. 
L'évanouissement de ce déterminant représente un complexe C 
d'ordre Sn -♦- Sp. 

Ce complexe a des rayons doubles, savoir ceux qui annulent 
tous les premiers mineurs du déterminant | a«^ | . 

Pour avoir le nombre de ces rayons, il faut refaire les raison- 
nements du paragraphe précédent, mais tenir compte en outre 
de l'identité quadratique entre coordonnées d'une droite. Donc, 
si N a la même signification qu'au n® 12, le complexe C a 
2N rayons doubles. 

Quand les éléments de chaque ligne du déterminant | a^^ | sont 
du même ordre, respectivement n^, n^, n^, on a 

Si tous les éléments sont du même ordre n, ou a 

14. En se limitant au cas où les éléments de chaque ligne 
de I a^u I sont d'un même degré, n^, n^ ou n^^ on voit qu'un 
rayon double d rend les éléments des trois lignes proportionnels 
à trois^ mêmes constantes ^i, d<2, ^3. 

Faisons précéder le déterminant | a^j^ \ d'une ligne de con- 
stantes a|, a^, oL^; nous obtenons une matrice qui s'évanouit pour 
une congruence d'ordre ^n^rf^; cette congruence F est formée 
de rayons du complexe C. Si les a sont proportionnels aux d, le 
rayon S est double pour la congruence F; sinon, il est simple 
pour cette congruence. 

Deux congruences F, caractérisées par les constantes a|, a^, ol^ 
et (3^, (Sg, [35, non proportionnelles, ont en commun les2N rayons 
doubles du complexe, plus une surface réglée R d'ordre ^nin^n^ 
dont les équations s'obtiennent en faisant précéder le détermi- 
nant I ttii I de deux lignes de constantes a et p. 
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Un groupe de constantes a^, a^, ql^ peut être considéré comme 
formé par les coordonnées homogènes d*un point dans un plan; 
si alors ii|, ti^t ^s sont, dans ce plan, les coordonnées homogènes 
de la droite a^, les équations de la surface réglée R peuvent 
s'écrire 

E, ^ UiOn -+- u^n •*- «8«i3 =» (t = 1 , 2, 3). 

Si la droite u passe par le point (d|, S^, S^\ le rayon double d 
correspondant appartient à la surface réglée R. Or, par un point 
d*un plan passent oo^ droites. Donc, chaque rayon double du 
complexe C appartient à <xA surfaces réglées R. 

Soient ti et V deux de ces droites passant par le même 
point (d|, d^, ^5), et posons 

Les équations d*une quelconque des oo^ surfaces R passant 
par le rayon double $ peuvent s'écrire 

rélimination de X donne 

Il E* F* Il =0. 

Cette matrice représente une congruence d*ordre ^nj^n^^. Donc, 
les génératrices des 00^ surfaces réglées R qui passent par un 
même rayon double S engendrent une congruence d'ordre JlniU^. 

Évidemment deux rayons doubles S appartiennent à une même 
surface réglée R; et il existe N(2N — i) surfaces réglées R 
contenant chacune deux rayons doubles du complexe. 

15. Lorsque tous les éléments du déterminant j a^ j sont du 
même ordre n, il y a un second système de congruences F 
obtenus en faisant suivre le déterminant d'une colonne de 
constantes, et un second système de surfaces réglées R, obtenues 
par l'adjonction de deux colonnes pareilles. Ces nouvelles con- 
gruences et surfaces se comportent, vis-à-vis des rayons doubles 
de C, absolument comme les premières. 
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On démontre, comme dans le paragraphe préeédent» que 
deux congntenees de système opposé ont en commun une surface 
réglée d'ordre lOn^ annulant tous les déterminants à neuf 
éléments extraits du tableau que voici 



«4 


«S 


«5 




ûn 


«18 


«18 


Pi 


«M 


On 


«J8 


P. 


^81 


«52 


«85 


P8 



Tous les rayons doubles du complexe appartiennent à chacune 
de ces surfaces. 

Enfin deux congruences de système opposé appartiennent à 
un même complexe d'ordre 2n représenté par 



«1 


«4 


«8 





au 


«IS 


«J3 


Pi 


««1 


«21 


««8 


P* 


«81 


«82 


«83 


P8 



0. 



Chaque rayon double du complexe C est un rayon simple 
pour chacun de ces complexes d'ordre 2n. 
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IV 

Sur une forme doublement quadratique 
binaire et symétrique. 

Dans les pages qui suivent, nous éludions sommairement une 
forme cp à deux séries de deux variables homogènes; cette forme 
est quadratique et symétrique par rapport aux deux séries de 
variables. Elle n'est probablement pas représentable par la nota- 
tion symbolique de Clebscb^ mais nous montrerons quelle place 
elle occupe dans une classification de formes symboliques, dont 
le degré de généralité se restreint de plus en plus. Nous faisons 
ensuite l'application de cette étude aux coniques et aux surfaces 
du quatrième ordre douées d*une cubique double 

Forme <p. 

1. Soient a^, 6^ des formes cubiques binaires; on sait que 

l'équation 

al ^ a6Î «= 

représente une involution du troisième ordre et du premier 
rang. 

Si deux points x et y appartiennent à un même terne de 
rinvolution, on a 

al -f. a6î = 0, al -^ a6J = ; 

en éliminant A et en divisant par x^y^ — ^sViv on a une équa- 
tion doublement quadratique binaire représentant aussi l'involu- 
tion; cette équation est symétrique en x et y. 

A un point x répondent deux points i/' et ?/"; réciproquement, 
au point y^ répondent deux points, savoir x à cause de la 
symétrie et j/'' parce que Téquation représente une involution. 
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Cette relation possède donc d'autres caractères que la symétrie. 
Il convient d*étudier la forme analogue ayant pour seul caractère 
la symétrie. 

2. Puisque nous ne ferons pas usage de notations symbo- 
liques, il est superflu de conserver les variables homogènes : 
la forme ^ doublement quadratique binaire et symétrique peut 
s'écrire en général 

f = axY -*- bxy -¥- c •*- hxy(x -*- y) -♦- g{x* -+- y*) -4- f(x -f- y). 

Dans le courant de cette étude, nous rappellerons la forme 9. 
Il est sous-entendu que x et 1/ ne sont pas des coordonnées 
cartésiennes dans le plan, mais des abscisses de deux ponctuelles, 
sur un même support par exemple. 

L'équation f «= fait correspondre, à tout point x, deux 
points y. Lorsque ces deux points y coïncident, le point x est 
un point de ramification de la première ponctuelle. L*équation 
de ces points de ramification est évidemment 

Rî = 4(ax' -^hx-^g) (gx^ -4- /x -h c) — (hx* -t- 6x -♦- /*)' = 0. 

A cause de la symétrie, les points de ramification de la 
seconde ponctuelle sont 

Si, comme nous Tavons supposé, les ponctuelles sont super- 
posées; si, en outre, les abscisses x eiy sont comptées à la même 
échelle, depuis la même origine, les deux groupes de points de 
ramification coïncident. 

A un point de ramification x répond un point double y ; 
nous déterminerons plus tard ces points doubles D^ et Dy. 

On trouve les points correspondants communs aux deux 

ponctuelles en faisant x a=s y dans Téquation ^ = 0, ce qui 

donne 

et = ax* -4- ^hx* H- (6 + 2gf)a:* -4- 2/a: -+■ c == 0. 

Ce sont aussi en quelque sorte des points doubles de la forme <p; 
il leur répond des points Q^ ou Qy définis par la propriété sui- 
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vante : chacun des points C^ répond è un point y coïncidant 
avec le point x considéré et à un autre point y appartenant 
au groupe Q; nous chercherons bientôt Téquation de ces 
groupes (Kr, QJ. 

3. Cherchons les relations qui lient un point quelconque x 
de la première ponctuelle aux deux points y' et y'' qui lui cor- 
respondent dans la seconde. On a évidemment, p étant un 
facteur de proportionnalité, 

p(ax' -^ /ix -♦- 9) = 4 

pigx* ^ /a: -4- c) = yY- 

Appelons A le déterminant 

a h g 
h b f 

g f c 
et Â, B, ..., ses mineurs; les trois dernières relations donnent 

pAx == H — B(v' -^ .y") 4- Fi/'v" 
pà~G --F(.v'-f-t/")-*-Cyy'. 

En divisant la seconde par la troisième et la première par la 
seconde, on obtient 

i x[H - B(.y' ^ y-) ^ FyY] = A - H(t/' + y-) ^ Gyy\ 
^ «^ \ x[G - F(y' -^ y-) + Ct/'y"] = H - B(y' + y-) + Ft/y. 

Les équations (Hf) représentent une homographie du troisième 
ordre et du premier rang, symétrique par rapport à deux séries 
de variables j/' et y". Mais, d'une part, il existe des dépendances 
entre les coefficients des deux équations et, d'autre part, dans 
chaque égalité le terme en a; a le même coefficient que le terme 
en (y' H- î/"); d'où il résulte que nous n'avons pas ici l'homo- 



( 156 ) 

graphie la plus générale symétrique par rapport à deux séries 
de variables. 

Pour que les équations (H!) représentent une involutîon du 
troisième ordre et du premier rang, il faut qu'elles soient aussi 
symétriques par rapport à a; et y', ce qui exige simplement que 
Ton ait G =-« B, ou 

hf — bg=^ac — j*. 

Si dans les équations (Hî) on fait ?/' = x, le point x devient 
un des points C^ de la forme cp et le point j/" un des points Q,. 
Faisons cette substitution et écrivons, pour simplifier, y au lieu 
de j/''; nous aurons 

x'(Ft/ — B) — x(Bi/ -f- G^ — 2H) +• H;y — A = 0, 
x*(Cy — F) - ar(2Fy — B — G) -+■ Bi/ — H = 0. 

L'équation Q, s'obtient par élimination de x : 

Qî ^ [(Fi/ - B) (Bt, - H) ^ (Gy - F) (Hy - A)]» 

- [(Fy ~ B) (2Fy - B - G) - (Gt/ ^ F) (By + Gy - 2H)] 
[(ByH-G.y-2H)(B.y-H)-(2Fiy-B^G)(H;y-A)]==0. 

A cause de la symétrie, l'équation Q^ = ne diffère de la 
précédente que par le nom de la variable. 

4. Si, entre les équations (Hf), on élimine x, on obtient la 
relation entre deux points y' et y^' de l'une des ponctuelles qui 
correspondent, par Tintermédiaire de la forme f, à un même 
point X de Tautre ponctuelle. Voici cette relation : 

[H - B(y' -^ y") + Fy't/"]» 
= [A ^ H(t/' ^- y-) -^ Qy'y"] [G - F (y' h- y") h- Cy'y"]. 

Elle est doublement quadratique et symétrique par rapport 
aux variables y' et y^', donc analogue à la relation <p »»0. 

Les couples de points y' et y" qui correspondent à un même 
point X dans la forme <p se correspondent l'un à l'autre dans une 
forme analogue à f . 
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Faisons dans la dernière équation y' tsayff*^ nous aurons les 
points doubles D^ de la forme <p : 

d;= (H ~ 2By ^ FyV - (A - 2Ht/ -4- Gy*) (G - 2Fy ^ Cy«) - 0. 

L*équation D^ = ne diffère de D^ >=» que par le nom de 
la variable. 

5. Nous avons déjà rencontré Tinvariant de la forme f , 

9* -*- hf — bg-^ac, 

qui s*annule quand la forme représente une involution du troi- 
sième ordre. On devine que Tévanouissement du déterminant A 
doit aussi correspondre è un cas particulier intéressant de la 
correspondance étudiée. Un lemme préliminaire nous donnera 
Finterprétarion géométrique du cas où A = 0. 
On sait que les relations paramétriques 

pxt = Oit* •+- !26,« -f. o (t = 1 , 2, 5) 

définissent une conique dans le plan desœ^^x^^x^. Elles donnent, 
en employant une notation qui s'explique d'elle-même, 

«• : 2« : 1 = (xbc) : {axe) : (abx). 

Les points d'intersection de la conique avec la droite ti^ = 
sont déterminés par Téquation 

Pour que la courbe dégénère, il faut qu'une certaine droite u 
la rencontre en une infinité de points; alors l'équation précé* 
dente est indéterminée, tous ses coefficients sont nuls, donc les 
relations en u,-. 

Ma = 0, tl» = 0, Me = 0, 

sont compatibles et l'on a 

{abc) = 0. 

Or, lorsque ce déterminant est nul, sans que tous ses premiers 
mineurs s'évanouissent, il existe une seule relation linéaire entre 
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les éléments de ses lignes, donc une seule droite u rencontrant 
la courbe en une infinité de points. Et si tous les premiers 
mineurs de (abc) sont nuls, les quantités a,-, 6,-, c^ sont propor- 
tionnelles, les équations paramétriques déterminent les rapports 
de xi,x^, x^ et ne représentent plus qu*un seul point. 

Donc, quand la courbe rationnelle plane du second ordre 
dégénère, ce ne peut être qu'en deux droites coïncidentes ou en un 
seul point. 

Dans le premier cas, chaque point de la droite trouvée répond 
à deux valeurs /' et /" du paramètre t, et Ton a 

L*égalité des deux premiers rapports donne, en effectuant 
les calculs et divisant par t^ — <", généralement non nul, 

2«'(ai64 — 0,6,) ■♦-(*-♦- t') {a^Ci — a^Ct) -4- 2(640, - 6<c,) = 0, 

ou, en appelant A,-, B^, C,- les premiers mineurs de (abc\ 

2C,«' — B^{t -*- V) -^ 2A8 = 0. 

En égalant le troisième rapport à Tun des deux premiers, on 
obtient les équations 

2C,«' — Bj(« -♦- V) -^ 2A, = 0, 
2C4«' — B,(« ^ «0 -^ 2A, = 0, 

identiques à la précédente, puisque, par hypothèse, (a6c) est nul 
et que ses mineurs A^, B^-, G^* sont donc proportionnels. 

Quand les équations paramétriques représentent une droite, 
les couples de valeurs du paramètre qui donnent un même point 
de la droite sont en involution. 

Nous avions étudié la courbe rationnelle plane du second 
degré en réponse à une question proposée dans Mathesis 
(1898, p. 117); nous avons complété cette élude pour le cas de 
la dégénérescence dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
(octobre 1905). Signalons en passant cette thèse annexée à la 
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dissertation de M. F. Schuh (Amsterdam, 1905) : les notions 
« courbe rationnelle et courbe de genre nul » ne sont pas 
idenliques. 

6. Voyons Tusage du lemme précédent pour Tétude de la 
forme <p. Cherchons s'il existe deux points X| et x^ de la première 
ponctuelle auxquels répondent les mêmes points y^ et y^^ de la 
seconde ponctuelle. Pour qu*il en soit ainsi, il faut que Ton ait 

ax\ -4- hxi -4- g hx\ -*- hx^ ■+- f gx\ -f- /àci -f- c 
ax\ -f- hx^ -♦- g hx\ •+- 6x, -*- /" gx\ -^ fxf*- c 

Considérons, dans un plan quelconque, trois coordonnées 
homogènes Xi, X^» X3 liées à un paramètre x par les égalités 

p\i == ox* -4- Ax •+- gf, 
pX, = hx* -♦- 6x H- /i 
pXi = gx* -^ fx -k- c. 

Elles définissent une courbe rationnelle du second ordre qui, 
d*après les conditions écrites à Tinstant, doit avoir un point 
double et doit donc dégénérer. Cette circonstance se réalise 
(d*après notre lemme) quand on a 



A = 



a h g 
h h f 
9 f c 



= 0. 



Alors la conique a une infinité de points doubles et les couples 
de valeurs de x qui donnent un même point double forment 
une involution représentée par Téquation 

Gx,x, — H(x, -+- Xj) -♦- A «^ 0, 

ou par deux autres égalités équivalentes à celle-ci. 

Lorsqu'il existe un couple de valeurs de x répondant aux mêmes 
points y par l'intermédiaire de la forme cp, il existe une infinité 
simple de couples x pareils, et tous ces couples sont en involution. 
Les couples de points y correspondants sont aussi en involution. 
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Dans cette involiition, les points de ramrfieation sont évidem- 
ment conjugués deux à deux. Quant aux points doubles D^Jeur 
équation montre qu'ils coïncident deux à deux et constituent le 
couple de points doubles de Tinvolution. Il en résulte aussi que 
si les points de ramification d'une des ponctuelles coïncident 
avec ses points doubles D^, on a À »=» 0, et les points en question 
se confondent deux à deux. 

Formes symboliques. 

7. Si Ton essaye de représenter symboliquement la forme 9, 
on est tenté de partir d'une homographie du troisième ordre et 
du premier rang symétrique par rapport è deux séries de 
variables et d'éliminer la troisième variable. Mais, d'après ce qui 
a été dit au n® 5, la forme à laquelle on parvient ainsi est trop 
générale, c'est-à-dire qu'elle n'est pas symétrique, sauf dans des 
cas particuliers. 

Si l'on part au contraire de la forme 



«AS 



alb 

à deux séries de variables et si l'on suppose, pour qu'il y ait 
symétrie, les symboles a et 6 équivalents, on a une forme trop peu 
générale, ou un cas particulier de la forme (p. En effet, la relation 

alal = 

représente les groupes polaires du second ordre des points y par 
rapport au groupe de quatre points a^ = 0. Or, si l'on développe 

alal = (a,x -f- or,)* (a,t/ -+- a,)» 

et qu'on identifie à la forme 

f ^ axy -*- hxy -*-€•+• hxy(x -*- t/) -♦- 9 (ac* -♦- y') ■*- f(x -f- y), 

on trouve, à un facteur constant près, 

a==a\y 6 == Aa\al , c = ai, h = 'iala^, g «« alal^ f = ^Uial^ 

de sorte que b «=» 4^, ce qui constitue un cas particulier de la 
forme 9. 
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Réciproquement, si b'^ig, on peut ealculer les coefficients 
de la forme a^ en fonction de a, b, c, h, g^ f. 

En appliquant à celle forme a^^a], la condition pour qu^elle 
représente une involution cubique (voir n^ 3), 

hf— bg ^ac — g*, 

on trouve, en appelant a^, a^ et fr^, b^ des symboles équivalents 

aî6î -f- 5oîtfî6î6î — ia^aî^Jô, =• i {a/>, — aJ)^Y = 0, 

c*est-à-dire qu^alors Tinvariant quartique de la forme a^ s'éva- 
nouit. Donc, les points d'une ponctuelle forment une involution 
cubique avec leurs seconds systèmes polaires relatifs à une forme 
quartique quand celle-ci représente quatre points équianharmo- 
niques, 

8. En résumé, on a, dans Tordre de généralité décroissante : 

1. L'homographie du troisième ordre et du premier rang; 

2. La même homographie, mais symétrique par rapport à 
deux des trois variables; 

3. La forme (p doublement quadratique binaire et symétrique; 
i. L'involution cubique, ou la forme cp dans le cas où la 

quantité ac -h- bg — hf — g^ s'évanouit ; 

4'. La forme <f dans le cas où le déterminant A est nul; 

4''. Les points d'une ponctuelle et leurs seconds systèmes 
polaires relatifs à une forme quartique binaire, ou la forme 9 avec 
la condition b = ig; 

5. Les points d'une ponctuelle avec leurs seconds systèmes 
polaires relatifs à quatre points équianharmoniques, ou la 
forme <p avec les deux conditions b = tg,ac •+• 3^^ — ^^'=0. 

Application aux coniques. 

9. Dans son Traité des fonctions elliptiques^ Halphen a 
ramené Tétude d'un système de deux coniques d'un même plan 
à celle d'une forme doublement quadratique et symétrique. 
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> 

Pour ne pas laisser de lacune dans notre travail» nous 
exposons ici cette question en suivant une marche différente. 

Soit une conique c^ représentée par les équations paramé- 
triques 

La droite qui joint deux points de paramètres oo' et u'' a pour 

équation 

Xi — (d)' -t- (i)")xj -♦- <i)'(«)"x3 = 0. 

Les coordonnées tangentielles de cette droite sont 

Si les points oo' et oo'' se correspondent dans une forme <p, 
doublement quadratique et symétrique, on a 

a(ù''(ù''* -♦- 6(0 V -♦- c -t- /»(o'(o"(w' + w") + g(o)'* -t- w"*) 

-♦- f(tù' -♦- w") « 0, 
ou encore 

aa)"(o"* -h (6 — 2^)(o'(o" -♦- c -♦- A(o'(o"{(o' -♦- w") 
-♦- ^(w' ^ 0)")' -+- /*(«' -4- w") = 0, 

et alors la droite ooW enveloppe la conique y^ représentée par 

aul -♦- (6 — 2gf)u4i/5 -h cuj — hu^u^ -1- 5'MÎ — fuiUt = 0. 

Réciproquement, les tangentes à une conique quelconque, 

a*u\ -f- h'u\ -♦- c'ti| -4- 2A'ti|tt2 -H S^'uitig h- ^f'UiUi = 0, 

déterminent, sur la conique c^, des points oi>', oi>" se correspondant 
dans une forme ^ , 

— 2/''(o'(o"((o' -+- w") = 0. 

La forme ^ a donc une importance géométrique : c'est la 
correspondance la plus générale déterminée sur une conique 
par les tangentes à une autre conique. 



( 143 ) 

10. Si Ton prend un point arbitraire x sur c^, on trouve les 
deux points correspondants y en menant du point choisi x 
les deux tangentes a y^ et en les prolongeant jusqu'à ce qu elles 
recoupent c^ 

Les points de ramification R sont évidemment les points 
communs aux deux coniques; les points doubles D sont les 
secondes intersections, avec c^, des tangentes à y^ menées par les 
points communs R. Les points C sont les contacts, sur c^, des 
tangentes communes aux deux coniques. Les points Q sont 
les intersections, avec r^, des secondes tangentes à y^ menées 
par les points C. 

D après le n** 4, les points y qui répondent à un même pointa? 
se correspondent dans une forme <p. On retrouve donc ce théo- 
rème connu (*) : 5t un triangle mobile est inscrit dans une 
conique c^ et si deux de ses côtés touchent une conique y^^ le 
troisième côté enveloppe une conique. 

11. Lorsque la forme (p représente une involution cubique, 
c'est-à-dire quand ac -^ bg — hf — g^ s'évanouit, il y a une 
infinité de triangles inscrits à c^ et circonscrits à y<^. 

Si, d'autre part, le déterminant A est nul, il existe une infinité 
de couples de points x sur c^, tels que les points de chaque 
couple répondent aux deux mêmes points y\ donc il y a une 
infinité simple de quadrilatères inscrits à c^ et circonstrits à y^ 
(quadrilatères de Poncelet). 

Pour que la forme f se compose d'une ponctuelle et des 
seconds systèmes polaires de ses éléments par rapport à un 
groupe de quatre points, il faut et il suffit (voir n® 7) que l'on 
ait b = ig\ donc que le coeflicient 6 — ig du terme en u^u^^ 
soit double du coefficient de u\ dans l'équation de y^. Mais si 
Ton considère que l'équation de c<^ est x^Xs — x| = 0, la 
présente condition est l'évanouissement de l'invariant simultané 
exprimant qu'il y a oo^ triangles inscrits à r^ et conjugués par 



(*) Voir Salmon, Sections coniques. 
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rapport à 72» ^^ d'autres ternies que c^ est barmoniquement 
circonscrite à y^. 

Donc, 9i ron a, sur une conique c^, un groupe de quatre points 
fixes et si l'on joint un point variable de cette conique aux élé- 
ments de son second système polaire par rapport au groupe de 
quatre points^ ces droites enveloppent une conique y^ harmonie 
quement inscrite à c^. Les tangentes communes à c^ et y^ 
touchent c^ aux quatre points fixes donnés. 

Réciproquement, si une conique y^ est barmoniquement 
inscrite à c^» les tangentes a y^ menées d'un point quelconque x 
de Cg coupent encore c^ en deux points formant le second sys- 
tème polaire de x par rapport aux quatre contacts, sur c^, des 
tangentes communes à c^ et 72 

Si, en même temps, il y a involution, c'est-à-dire s'il y a des 
triangles inscrits à c^ et circonscrits à y^t on sait que c^ est alors 
aussi barmoniquement inscrite à y^ et, d'après le n"* 7, les 
quatre contacts sur c^ des tangentes communes aux deux 
courbes forment un groupe équianharmonique. Comme alors 
les coniques jouent, Tune par rapport à l'autre, le même rôle et 
comme on peut évidemment appliquer le principe de dualité, 
on retrouve ce théorème connu : Si deux coniques sont barmo- 
niquement inscrites Tune à l'autre, leurs tangentes communes et 
leurs points communs forment des groupes équianharmoniques 
sur chacune d'elles. 

12. On sait que si H est le hessien d'une forme biquadra- 
tique binaire /*, l'involution /* -f- ^H se décompose de trois 
manières en une involution quadratique. 

Réciproquement, si une involution ]\ se décompose de trois 
manières en involution quadratique, le hessien d'un quaterne 
quelconque appartient à l'involution; en effet, une involution 
pareille est déterminée par un seul de ses qnaternes, puisque, 
en décomposant le quaterne, de trois manières, en deux couples 
de points, on définit les trois involutions quadratiques. 

Voici Tusage que l'on peut faire de cette réciproque : les 
deux coniques c^ et y^ peuvent toujours être projetées suivant 
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4evni coniques hotnofocal«s. Leurs interseetions sôtit alors symé- 
triques deui à deui psr rapport aux axes communs des deux 
<oiii(|ii6s. Il en «st de mcMue des secondes îfitersections de Tune 
des eonîques avee les tangentes menées è Tautre par leurs points 
oèmaïuns, et aussi des contaora C, sur chacune des courbes, de 
leurs tangentes comcnunes (isotropes), et enfin des intersections 
de Tune des coniques avec les secondes tangentes menées h l'autre 
des points C. Ces quatre quaiernes de points se répartissent de 
trois manières en une même invdution quadratique. 

Dtmc, dann toufe forme ^ dmiblemenl quûdrûtique et Bymé- 
trique, len groupet de points C^,, D^, Q^, R^. et leurs hesskns font 
partie d'une même involufion du quatrième ordre, se décomposant 
de trois maniérée en une involufion quadratique. 

13. Ptiis^qu'ii a été question de eontques htirmofiiquement 
af^ociées(n* If), signalons en passant les propriétés suivantes, 
peut èire nouvelles en partie et dont la démonstration est aisée, 
surtout si Ton rapporte les courbes à h ur triangle conjugué 
GommuB : 

Dans tout faisceau ponctuel de coniques, il y a une tourbe & 
harmoniquement circonscrite à une courbe dùnnée e du faisceau; 
il y a deux coniques i\ et v^ karmoniquement inscrites à ta courbe 
donnée c. 

Dans le faisceau, les coniques C| et c^ eéparent harmonique^ 
ment c et c'. Donc, quand dans le faisceau il ny a qu une tourbe 
harmoniquement inscrite à c, elle lui est aussi harmoniquemeni 
circonscrite. 

l/éfjonré corrélatif va de soi. 

Dans tout faisceau ponctuel (ou tangentiel) it y a deux courbes 
Mies que chacune soit harmoniquement inscrite à l'autre. 

Surface dn quatrième ordre à cubique double. 

14. Il est bon de donner ici quelques propriétés des surfaces 
réglées ayant pour génératrices des bisécantes d'une cubique 
^uche C3. Sott F une telle surface. 

10 
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Considérons une bisécanto AB de C5 qui ne soit pas généra- 
trice de F; elle ne rencontre aucune autre génératrice de F, si 
ce n'est en A ou B sur la courbe ; donc A et B sont des points 
multiples, d ordres respectifs n et n' par exemple, et Tordre de 
la surface est n + n!. Du point A, non plus que du point B, on 
ne peut mener qu'un nombre fini de génératrices, sinon la 
surface F se décomposerait et contiendrait, comme partie inté- 
grante, le cône de sommet A ou B perspectif à C5, hypothèse 
exclue en supposant que AB n'est pas génératrice de F. Donc 
il existe une infinité de points C de la cubique tels que, ni AC 
ni BG ne sont génératrices de F. Alors, puisque A est multiple 
d'ordre n, C est multiple d'ordre n', et comme B et G sont 
multiples d'ordre n', l'ordre de la surface est 2n'. Par suite 
» = n'. 

Ainsi toutes les surfaces ayant pour génératrices des bisécantes 
d'une cubique gauche sont d'ordre pair 2n et ont là cubique 
comme courbe multiple d'ordre n. Désignons une de ces surfaces 
par F^. 

Réciproquement, toute surface d'ordre 2n qui a c^ comme 
courbe multiple d'ordre n est réglée, car la bisécante issue d'un 
point quelconque de la surface possède, outre ce point, deux 
points «"P*®* sur F^ et se trouve tout entière sur la surface. 

Une semi-sécante issue d'un point A de C3 rencontre F^^ en 
n points autres que A et coupe n génératrices ailleurs qu'en A, 
donc cette semi-sécante est dans n plans contenant une géné- 
ratrice; par conséquent, les plans qui projettent de A les géné- 
ratrices de FjM enveloppent un cône de classe n. 

Réciproquement, les bisécantes de c^ tangentes à un cône de 
classe n ayant son sommet en A sur la courbe engendrent une 
surface ayant tout point B de la courbe comme point n"P^% car 
de ce point B on peut, en général, mener n bisécantes tangentes 
au cône de sommet A. Et la surface ainsi engendrée est de 
celles que nous avons appelées F^. 

15. Quelques mots de géométrie projective montreront, 
d'une autre manière, comment la théorie des bisécantes d'une 
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cubique gauche revient à Tétude d*une gerbe ou d'un système 
plan. 

Toutes les bisécantes qui rencontrent une même semi-sécanie 
issue de A appartiennent à un même hyperbololde circonscrit 
à C3 et forment, sur cette quadrique, une série projective au 
faisceau des plans qui les projettent du point A. 

Toutes les semi-sécantes issues de A et rencontrant une même 
bisécantc définissent des quadriques circonscrites à C3 et pos- 
sédant en commun la bisécantc; donc ces quadriques forment 
un faisceau. Celui-ci est projectif au faisceau des plans tangents 
en A ; ce dernier a pour axe la tangente en A cl est donc per- 
spectif au faisceau des semi-sécantes. 

Par là toute la géométrie des bisécantes et des quadriques 
circonscrites est rapportée à la géométrie de la gerbe A, ou 
d*une gerbe réciproque, ou d'un système plan projectif ou réci- 
proque. Chaque théorème de géométrie plane se traduit par 
deux théorèmes sur la cubique : il suffit de remplacer le mot 
point (ou droite) par bisécanie et le mot droite (ou point) par 
quadrique circonscrite. 

Par exemple, on a le théorème de géométrie plane : si trois 
points M, N, P sont alignés, ainsi que trois autres points 
M', N', F, les coupU's de droites MN' et M'N, MP' et M'P, 
NP' et NT se coupent en trois points en ligne droite. Cette 
propriété donne les deux suivantes : 

i® Soient M, N, P trois quadriques circonscrites d'un même 
faisceau, M', N', P' trois quadriques circonscrites d'un autre 
faisceau; les couples de bisécantes communes aux quadriques 
(M, NO et (M', N), (M, P') et (M', P), (N, P') et (N', P) déter- 
minent trois quadriques circonscrites d'un même faisceau ; 

2® Soient M, N, P trois bisécantes d'une même quadrique cir- 
conscrite, M', N', P' trois bisécantes d'une autre quadrique 
circonscrite; les couples de quadriques déterminées par (M, N') 
et (M', N), par (M, P') et (M', P), par (N, P') et (N', P) ont en 
commun trois bisécantes d'une même quadrique circonscrite. 

Voici un autre exemple : si deux faisceaux projectifs de rayons 
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ont un élément correspondant commun, le lieu des intersections 
des rayons homologues est une droite. Donc : 

\^ Si tieux séries projectives de bisécantes ont un élément 
correspondant commun, les couples de bisécantes homologues 
déterminent des quadriques circonscrites d'un même faisceau; 

2<> Si deux faisceaux projeetifs de quadriques circonscrites ont 
un élément correspondant commun, le lieu des bisécantes com- 
munes à deux surfaces correspondantes est une quadrique. 

Enfin, voici un dernier exemple qui donne un cas parlieiilier 
de la surface F^^ du numéro précédent : dans un plan, le lieu 
des intersections des rayons homologues de deux faisceaux pro- 
jeetifs sans élément correspondant commun est une courbe du 
second ordre. Donc : 

1* Si Ton a deux feisceaux projeetifs de quadriques circon- 
scrites, le lieu des bisécantes intersections des surfaces homo- 
logues est une surface réglée ayant deux bisécantes communes 
avec toute quadrique circonscrite on tout cône cireotiscrit, c'est- 
è-dire une surface F4; 

2® Si Ton a deux séries projectives de bisécantes, les quadriques 
déterminées par les couples de bisécantes homologues enve- 
loppent une surface P4. 

16. L*étude analytique donnera de nouveaux points de vue. 
Si la cubique c^ est donnée par les relations paramétriques : 

une bisécante quelconque est représentée par les équations 

AJ| -♦- /UXj -h yJj «=» 0, 

AX, -♦- flXi -¥- VXt = 0. 

Les coordonnées plûckériennes sont : 

Celles de ces bisécantes qui appartiennent à un complexe 
du n"* ordre, 



satisfont à Tëquation 

f„{x\ >/£, Xu, A*' — Xv, ^y, y') = 0, 

Mais 2, fjL, V peuvent être regardées comme les coordonnées 
tangeniielles, dans la gerbe A, du plan Ix^-^ [lx^-^vx^^^O^ 
qui projette la bisécante en question. Alors féquation précédente 
est celle d*tin cône de sommet A et de classe 2n. 

Les bisécantes d'une cubique gauche qui appartiennent à un 
complexe d'ordre n sent tangentes à un cône de classe 2n ayant 
son sommet en un point quelconque de la courbe. D'après h 
n^ H, ces bisécantes engendrent une surface F^, 

L'équation de cette surface s'obtient très simplem^ni, car les 
équations de la bisécante donnent 

en substituant ces valeurs dans la relation /*. <= de plus haut, 
on a réquation de F^. 

En particulier, les bisécantes de c^ qui touchent une surface 
de classe n ou qui rencontrent une courbe gauche d*ordre n 
engendrent une surface F^ Mais tout ceci n'est vrai que dans 
le cas le plus général : exceptionnellement il peut arriver que la 
surface se décompose en un ou plusieurs cènes perspectifs à la 
cubique c^ et en une surface d ordre moindre que in. 

17. Un complexe d'ordre n a généralement plus de eonstantes 
qu'un cane de classe 2n^ de sorte que les génératrices d'une 
surface F^^ appartiennent à une infinité de complexes d'ordre n. 
Excepté si n «» 1 : le cône de seconde classe a cinq constantes 
comme le complexe linéaire. Ainsi, taut cône de seconde classe, 
représcnié en coordonnées tangentielles \ |ui, y par 

peut être identifié au complexe linéaire 
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Effectivement, il suffira d*écrire 

«Il ' «15 : («I* — 0*3) : «43 : ^m : «54 == ^n : 'i''« : 'i^is : ^it : 2645 : 655, 
ou 

«u : «15 : «u i ««3 : «î4 ^ «3* = ^u : 26„ : (26„ -h 6„) : 6„ : 26« : 655 . 

Donc les génératrices de toute surface F4 sont rayons d*un 
complexe linéaire. Celui-ci est spécial si Ton a 

««flw •♦- «IsOm -4- «1*013 = 0, 

ou 

^Uif^^ — -4644643 -H 6„(26j5 -♦- 6„) — 0. 

Alors la surface F4 est engendrée par les bisécantes de C5 qui 
s*appuient sur une droite. 
Si Ton écrit en abrégé 

X| : X, : Xs =« (r^x^ — xf) : {x^r^ — x^x^) : (ariXj — arj), 

réquation de la surface F4 la plus générale est 

La cubique C3 étant donnée, cinq bisécantes définissent la 
surface, puisque cinq bisécantes déterminent un cône de seconde 
classe qui les touche. Cinq points hors de la cubique déter- 
minent F4, puisque de ces cinq points partent cinq bisécantes. 
La développable osculatrice de c^ appartient au système de sur- 
faces F4, car son équation est X\ — X^Xs^O. Deux surfaces F4 
se coupent suivant c^ et suivant quatre bisécantes, car deux 
cônes de seconde classe et de même sommet ont quatre plans 
tangents communs. Donc, parmi les génératrices de F4, il y a, en 
général, quatre tangentes à (5. 

Le complexe linéaire auquel appartiennent les génératrices 
de F4 définit un système focal; dans ce système, la surface F4 
est sa propre homologue. Car, soit P un point de F4 ; son plan 
focal contient la génératrice de F4 passant par P et est donc un 
plan tangent à F4;et inversement. Dans ce système focal, la 
cubique C5, lieu des points doubles, répond à une développable 
de troisième classe, enveloppe des plans tangents doubles. 
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Les génératrices de F4 sont projetées, de deux points A et B 
de la cubique, suivant des plans homologues de deux gerbes 
eollinéaires et, puisque ces plans touchent deux cônes de seconde 
classe, ils forment des faisceaux eollinéaires de second ordre. 
Réciproquement, deux systèmes projectifs de plans tangents à 
deux cônes de seconde classe (A) et (B) appartiennent à deux 
gerbes eollinéaires et déterminent, par leur intersection* des 
bisécantes d'une cubique gauche ; comme ces bisécantes sont 
tangentes au cône (A), elles engendrent une surface F4. 

Corrélativement, la surface F4 est engendrée par les rayons 
qui joignent les points homologues de deux ponctuelles projec- 
tives ayant pour supports deux coniques dans des plans différents. 
Ce mode de génération est habituellement pris pour point de 
départ et définition dans Texposé de la théorie des surfaces du 
quatrième ordre à cubique double. 

Cinq bisécantes et un point déterminent une cubique gauche; 
cinq bisécantes définissent une congruence linéaire de ces 
courbes (voir Etude II) et déterminent, sur chacune d'elles, 
une surface F4 ; les génératrices de toutes ces surfaces F4 appar* 
tiennent toutes au complexe linéaire défini par les cinq bisé- 
cantes données. Par suite aussi une surface F4 est déterminée 
par cinq génératrices et un point double. 

18. Dans le complexe linéaire 

^^tj% = ou S«,yp,y = 0, 
le plan focal d'un point y a pour coordonnées 

en supposant que Ton ait posé 

d 

Si y est un point de C5, de paramètre 6, on a 
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Les pariuEnètreg des iuterseeiione d€ ee plaii aveo h eubi<pie 
soDt le» r^^inei: de réquatian en o, 

2£l'/i«*-' -= 0, 
on 

Si Ton développe et si Ion divise par gd — 6, on a 

C est une forme <f^ doublement quadratique et symétrique, 
exprimant la relation entre deux points et oo de la cubique 
situés sur une même génératrice de F4, On pouvait arriver à ce 
résultat en appliquant les raisonnements du paragraphe précé- 
dent au e6ne (^), tangent i F4, et au cône de màme sommei 
perspectif à la cubique* 

Les points de ramification R sont les points où le cône (A) 
coupe la cubique ailleurs qu*en A; pour chacun de ces points &, 
le plan focal touche la cubique en un point D autre que R; ou 
encore, par chacun des points R passe une seule génératrice 
de F^ s'appuyaot encore sur c^ en un des points doubles D. 

Les points G sont les contacts des génératrices de F^^ qui sont 
tangentes à C5. De chacun de ces points part une autre génératrice 
qui va recouper C5 en un des points Q. 

On peut, de trois manières, joindre deux à deux les points C, 
les points D, les points R et les points Q et obtenir des groupes 
de huit bisécantes apparlenaiit chaque fois à un même système 
réglé. 

D'après le n"" 4, si de chaque point P de la cubique on mène 
les deux génératrices PIM, PN de la surface F4, la bisécante MN 
engendre aussi une autre surface F4 ayant la même cubique c^ 
comme courbe double. 

19. Ces deux dernières surfaces coïncident quand la forme <p 
représente une involution ou quand les génératrices de F4 appar* 
tiennent à un complexe linéaire spécial. 

Dans un autre cas, les |;éaérfilrices de F4 forment une in6nité 
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aimpte de quadrilatères gaucbea ioscrits à c^ ; ceci se présente 
quand on a 

«it •!« «U 

«14 0^ «^ 

Les cônes de sommet A tangent à F4 et perspectif i c^ sont 
coupés par un plan suivant deux coniques. Dans le cas particu- 
lier qui nous occupe, il existe des quadrilatères de PonceTet 
circonscrits i la première de ces coniques et inscrits dans Ta 
seconde. 

Enfin, nous avons vu la condition (6 =» ^g) pour qu*une 
forme f se réduise au système des secondes polaires d'une 
ponctuelle par rapport à une forme biquadratique. En appli- 
quant cette condition à la forme en 6 et oo du n*^ 18, on trouve 

Mais la cubique gauche c^ définit un complexe linéaire auquel 
appartiennent ses tangentes et dont Téquation est 

^P^Pij s Pu — 5pî8 «= 0. 

En écrivant la condition Ea,y(3^_^^ ^_ye=.0 pour que ce com- 
plexe soit en involution avec celui qui contient les génératrices 
de F4, on retrouve la relation 

On peut donc énoncer les propriétés suivantes, probablement 
nouvelles : 

Lorsque le complexe linéaire auquel appartiennent les gêné» 
ratrices de F4 et celui qui est défini par la cubique C3 sont en 
involution^ le cône ayant son sommet en un point quelconque A 
de C3, et circonscrit à F4. est harmoniquement inscrit à celui qui 
projette c^ du même point; tes génératrices de F4 menées d'un 
point P de la courbe 03 la rencontrent encore en deux points qui 
forment le second système polaire de P relativement aux quatre 
contacts des tangentes de C3 qui appartiennent à F4. 
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Si en outre le complexe défini par F4 est spécial, on a ce cas 
particulier (connu, au moins en partie). 

Les tangentes de la cubique gauche appartiennent à un com" 
pkxe linéaire; les quatre tangentes de ta cubique qui rencontrent 
un rayon de ce complexe forment un système équianharmonique; 
les bisécantei qui rencontrent un rayon de ce complexe touchent 
un cône de seconde classe ayant son sommet en un point quel- 
conque de c^ et ce cône est harmoniquement inscrit à celui qui 
projette 05 du même point. 
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Quadrilatères de Steiner dans certaines courbes 

et surfaces algébriques. 

L'idée première du présent travail nous a été fournie par une 
question que nous a posée M. J. Nassau : il s*agit de savoir 
quand Téquation d'une certaine surface du sixième ordre peut 
être mise sous forme de déterminant. On trouvera, dans nos 
derniers paragraphes, la réponse à cette question, que M. Massau 
a lui-même résolue d'autre manière et qui intéresse Fintégration 
graphique. 

Dans cette recherche, nous avons dû nous poser certains pro- 
blèmes relatifs à des quadrilatères de Steiner dans la quartique 
plane à deux nœuds. Cette théorie se rattache à notre Étude IV 
ci-dessus; seulement la forme <p cesse d'être symétrique et les 
variables sont considérées comme des coordonnés dans un plan. 
Les résultats obtenus en suggèrent à leur tour, d'autres con- 
cernant des courbes planes à plus de deux nœuds^ des courbes 
gauches et dés surfaces du quatrième ordre. 

Nous avons fait paraître un fragment de la présente Étude 
dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (octobre et 
novembre 1905). 

Quadrilatères de Steiner dans les cptartiqties planes 

binodales. 

1. Précisons et complétons le cas particulier du célèbre théo- 
rème de Steiner que nous nous proposons d'établir : 

Une quartique plane binodale n'est pas, en général, circonscrite 
à unquadrangle ayant deux points diagonaux aux nceuds; mais, 
lorsqu'il existe un quadrangle pareil, il y en a une infinité. Dans 
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ce cas, le troisième point diagonal décrit une conique et les côtés 
du quadrangle qui ne passent pas par les nœuds enveloppent une 
courbe de quatrième classe. 

Supposons les nœuds aux sommets x^x^ et x^x^ du triangle 
de référence. L*équation de la quartique est de la forme 

0U9 en posant x^ = ^x^, x^ = y\xi, 

+ {as?,* -f- 26,5 -f- c,) = 0. 

Pour qu*il existe no quadrangte inscrit dont deux point? 
diagonaux soient aux nœuds, il faut que, pour deux valeurs, 
Çi et ^2, de Ç, OD ait les mêmes valeurs de t^; il faut donc que 
les relations ci-après soient compatibles en ii et Ç^* 

«iS? •*- 26,?, -f- c, a,S^ -¥- 26,5, -«- c^ a»?; + !26,Ç, h- Cj 
a,ÇÎ -I- 5i6jÇ< -♦-. C| a^^l ■*- 52645^ -*- Ci a^Çj -4- 265?, -4- Cj 

Considérons, dans un autre plan, trois coordonnées homo- 
gènes X^, X^. X5. liées à un paramètre ^ par les égalités 

pX, « a,V -^ 26.Ç ^e, (t « 1 , 2, 3). 

Elles définissent une courbe rationnelle du second ordre qui, 
diaprés les conditions précédentes, doit avoir un point double, 
donc dégénérer. D'après notre Etude IV, cette circonstance se 
réalise quand on a 

A = {ahe) = 0. 

Alors la conique a une infinité de points doubles et les couples 
de valeurs de i qui donnent un même point double forment une 
involuiion, représentée par une des trois égalités suivantes, équi- 
valentes entre elles, où A^, B,-, ... représentent les mineurs du 
déterminant A (voir notre Etude IV) : 
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Far suitf, ri la qaartîqae bir>odaie possède un quadrangle 
mserit, on a A «> ; elle possède donc une infinité de qua- 
drangies ini?erits dont les couples de côtés passant par le 
oœud XfOrs sont en involution, et cette invoiution est représentée 
par une des égalités ci-dessus ou par 

De même les couples de côtés passant par x^x^ forment une 
invoiution représentée par une des équations suivantes, équiva- 
lentes entre elles : 

2A,t;x;' - A,(x;j-i' -^ xir'/) + 2A»xixi' = 0, 
!2B,x;x;' — B,(xixi' + xixi') -H 2B,x;x;' « 0, 
2C.xix'/ — C,(x;xi' ^ xjx;') -♦. 2C,xixi' «. 0. 

2. Avant de poursuivre la démonstration du théorème du 
numéro précédent, faisons quelques remarques. 

Le déterminant A étant nul, il existe une relation linéaire 
entre les polynômes 

OiXl -fr. 2^x,X4 ^ r,j; (I =« i, 2, 3) 

figurant dans Téqnation 9=»0. L'évanouissement de ces poly- 
nômes représente donc trois couples de la première invoiution 
trouvée ci- dessus. De même, on peut ordonner f par rapport 
è 0*2 et Ton trouve que 

a^xl ■*- :2a,X8X4 -+- «axî = 0, 
6,x; -I- 26,aP3X4 -•- 65J î =» 0, 

C|Xj -♦- 2CjX8X4 -H CgXÎ = 

représentent trois couples de la seconde invoiution. 

Pour la simplicité, nous dirons que la courbe <p est qtmdriUée 
quand elle est circonscrite à des quadrangles ayant deux points 
diagonaux aux noeuds. La remarque précédente donne alors 
l'énoncé que voici : 

Soient une quartique binodale 9, la première polaire d'un de 
ses nmuds et le coupk de tangentes en ce nœud; ces trois figures 
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sont coupées par une droite quelconque^ issue du second point 
double, en trois couples de points (autres que les nœuds). Si ces 
trois couples de points sont en involution^ il en est de même des 
trois couples de points analogues obtenus en intervertissant les 
rôles des points doubles. Dans ce cas, et dans ce cas seulement^ 
la courbe <p est quadrillée. 

Voici encore un corollaire évident : 

5t la courbe <p est quadrillée, toutes les droites issues d'un nœud 
la coupent en des couples de points qui sont projetés de l'autre 
nœud suivant des couples de rayons en involution. Réciproque^ 
ment, si trois couples de rayons pareils, issus d'un même nosud, 
sont en involution, tous le sont, aussi bien pour l'un que pour 
l'autre nœud, et la courbe est quadnilée. 

Un élément double d^une de ces involutions correspond à des 
tangentes issues de Tautre nœud et donne un quadrangle réduit 
à un segment de droite. Aussi, pour qu'une courbe cp soit qua- 
drillée, il faut et il suffit que les contacts de deux tangentes issues 
de l'un des nœuds soient alignés sur l'autre. 

Soit, pour fixer les idées, 

ajXÎ + 263X2X1 -♦- C5XÎ ^ A(a|jrî -f- t2/>|X2X| •♦- C|XÎ) 
-H Ae(ajXÎ -♦- 26|XaX| -♦- c,xî) 

la relation identique qui lie trois couples de Tinvolution en x^x^. 
L*équation de la courbe peut s*écrire 

f ^ (a^xî -I- 26|X,X| -♦- C|XÎ) (x\ -f- AxJ) 

H- {aixl -*- 26,TjX4 -4- Cjx') (2x,X| -1- fix]) = 0, 
ou encore 

a^rj -I- 264X4X4 -4- C|XÎ Otx' -*- 26tX,X4 h- Cjx} 

— (2x5X1 -♦- fix]) xl -*- AxJ 



«0. 



Réciproquement, Tévanouissement d'un déterminaDt 

fi(Xi, X,) /;(X4, X,) 

?/ar4, Xj) f^dt, X5) 
dont les éléments sont des formes quadratiques représente une 
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quartique binodale quadrillée. Car les quatre points communs 
aux deux couples de droites 

vérifient Téquation de la courbe et, quel que soit k^ ce sont les 
sommets d'un quadrangle ayant deux points diagonaux aux 
nœuds. Donc, pour qu'une quartique binodale soit quadrillée, 
il faut et il suffit que le premier membre de son équation puisse 
se mettre sous forme d'un déterminant de quatre fonctions qua- 
dratiqueSf où X3 manque dans une ligne et x^ dans l'antre. 
D'après les relations 



/i-*-A/;=o, 



?i 



k 



fi 



0, 



les deux involutions décrites par les couples de côtés opposés des 
quadrangles inscrits sont projectives. 



3. Passons à la recherche du lieu du troisième point diagonal 
des quadrangles inscrits : nous venons de voir que les couples 
de côtés opposés d'un quadrangle sont 



A-«-AA = o, 



fi 



Afj = 0. 



Un des côtés du triangle diagonal est x^ «=a ; les autres sont 
respectivement les droites polaires du nœud Xi^x^ par rapport 
au couple de droites f^ -4- kf^ et du nœud x^x^ par rapport 
au couple de droites <pi -i- k^^\ les équations de ces polaires sont 



^-.4^ = 0, 



du 
dx^ 






et leur intersection (troisième point diagonal) décrit la conique 



df^ 

dfi 
dXi 



dl\ 
dx^ 

dft 
rfxs 



<ff» 



dx^dx, 



0. 



s 



Le lieu du troisième point diagonal des quadrangles inscrits 
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dam la quartique quadrillée f est la conique polaire de l*un dê$ 
nœuds par rapport à la cubique polaire de Cautre. 

Cette conique touche, en chaque nœud^ la polaire du second 
point double relative aux deux tangentes au premier. Son équa- 
tion développée est 

(itXsJTi -f- 6«x,X| -♦- a^x^Xi -¥■ 6,xî = 0. 
Si Ton calcule son discriminant, on trouve 

— at(aj6, — r/,6|) ou — afi^ 

La courbe dégénère si Ton a n^ «= ou C3 c» 0. Dans le 
premier cas, la quartique cp se décompose en une droite Xi et 
une cubique; écartons provisoirement cette hypothèse. La pro- 
priété de la conique J^ de se réduire à deux droites est indé- 
pendante du choix du triangle fondamental; mais Téquation f =sO 
ne conserve la même forme que si deux des sommets de ce 
triangle sont aux nœuds. La quantité C5 est donc invariante 
pour les transformations de coordonnées qui déplacent seulement 
le sommet x^x^. Nous supposerons d'abord C3 non nul; le cas 
de C5 =a sera esuiminé plus tard. 

4. Avant d'étudier Tenveloppe des côtés des quadranglesqui 
ne passent pas par les nœuds (dans Thypothèse C3 ^ 0), il con- 
vient d'exammer la correspondance entre les sommets opposés 
des quadrangles. 

Les équations des involutions en x^, Xi et x^j x^ peuvent 
s'écrire, par exemple, sous la forme suivante, donnée au n"* 1 : 

2c,x;x;' — Ci(xM + xjj;') -+- î2C5x;xJ' = o. 

De ces relations on peut tirer les coordonnées du sommet x^ 
proportionnelles' à des fonctions quadratiques des coordonnées 
du sommet opposé x'\ ou inversement. Donc, les sommets oppo^ 
ses des quadrangles se correspondent dans une transformation 
birationnelte quadratique. 
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Puisque Gj nVst pas nul, les équations précédentes définîh>nt 
une simple inversion si Ton déplace le sommet x^^ du triangfe 
de référence de manière à annuler B^ et C^, ce qui revient à 
prendre pour côtés x^ et X3 du triangle de référence les ra]\)ns 
conjugués de x^ dans les deux involutions. 

Supposons que cette transformation ait été faite et que les 
deux involutions soient désormais représentées par 

x^i' z=r cx[x[\ Xjxi' = ax[Xi. K 

Leurs rayons doubles ont pour équations 

x^^àz Xi l/c, X5 = ± X4 Va, 

et Ton voit facilement que les couples de ces involutions se 
représentent par les équations suivantes, où X et fx sont des 
paramètres variables, 

xl •♦- cx\ — XXjXi s= 0, xl •¥■ ax\ — fAXjXf = 0. 

Ces deux involutions étant projectives, on a, par exemple, 

X/x -+- 2nA •♦- "Inifi. -♦- 46 « 0. 

L*élimination de ) et fx donne Téquation de la courbe rapportée 
au triangle fondamental de Tin version, 

î> ^ (jFj -H ânxsXi •+. cx\) (xl -*• ^mx^x^ -♦- ex]) ■+■ 4(6 — mn)x5X,xî= 0, 

le binôme b — mn est le mineur G3 du déterminant A et, par 
bypothèse, il n*est pas nul. 

Dans une quartique binodale quadrillée, les sommels opposés 
d'un quadrangle inscrit sont des points homologues d'une inver- 
sion trilinéaire dont les points fondamentaux sont les points 
diagonaux du quadrangle déterminé par les intersections des 
rayons doubles des deux involutions. 

Avec les nouvelles notations, la conique, lieu du troisième 
point diagonal des quadrangles, a pour équation 

- - — '- — ^ XjXj H- mxjXi -•- wXjX| 4- 6xî = 0. 
4 dxidXi 

44 
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Cette conique est donc indépendante des quantités a et c que 
i*on peut appeler puissances des deux involutions. 

5. Pour obtenir l*enveloppe des diagonales des quadrangles 
inscrits, prenons les deux involutions projectrves que fournit 
Inéquation de % sous la forme du n^' 4 : 

rrj -4- 2(n — A)x8r4 -♦- ax\ = 0, 

AxJ -+- 2(mA -4-6 — mn)XsX| -*- Kx\ = 0. 



Une droite u donnée par Téquation 



xz = — 



Wî 



coupe la première involution en des couples de points qui, 
projetés du nœud x^x^, donnent cette troisième involution 

(tijXj -♦- MiX|)' — 2(n — A)M5X,(t«,x, -4- WjXi) -♦- aulx] -« 0. 

Pour que la droite u soit diagonale d'un quadrangle inscrit, 
il faut que la seconde et la troisième involution aient un couple 
commun correspondant à une même valeur de \ donc que 
Ton ait 

w* t/,Ui — (n — x)UiUi u\ — 2(n — >)u^Ui ■+■ atif 
A mA H- 6 — mn Xc 

En égalant le premier rapport au troisième et au second, il 
vient, après réduction 

j 2Ati|t/s = cul — aul — «î -♦- 2nt/|Ui, 

f A*ii, — A(mt/, + nt/s — 1/|) — (6 — mn)tit«=0. 

L'élimination simple de l donne une équation du quatrième 
degré en ti. 

Pour que la droite u soit diagonale de deux quadrangles, il 
faut que les équations (I) soient vérifiées par deux valeurs de 1 
ou que la première de ces équations soit indéterminée, donc que 
Ton ait 

t/|t/5 en. 0, cu\ — avl — u] -»- 2nti|i/8 = 0. 
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Il faut écarter Thypothèse 113"» 0, puisque nous avons précé- 
demment divisé par u^^ donc 

tij ea 0, cu\ ~ atfi •=■ 

représentent deux droites qui sont à la fois diagonales de deux 
quadrangles inscrits et, par suite, tangentes doubles àJ*enveloppe. 
Pour une de ces droites, les seconde et troisième involutions 
considérées précédemment ont deux couples communs, par suite 
tous leurs couples communs et aussi mêmes éléments doubles. 
Ceci explique pourquoi chacune des tangentes singulières 

tii » 0, t/j : 115 -= ± l/â : l/c, 

' est diagonale du quadrilatère formé par les rayons doubles de 
la première et de la seconde involution. 

L'enveloppe des diagonales des quadrangles inscrits dans une 
quartique quadrillée <p est une courbe de quatrième classe <I> ayant 
pour tangentes doubles les diagonales du quadrilatère formé par 
les rayons doubles des involutions des côtés opposés des qua^ 
drangles inscrits à <f. 

Toutefois, bien que, pour l'une des Uingentes singulières, 
la seconde et la troisième involution aient tous leurs couples 
communs, elles n'ont que deux couples communs correspondant 
i la même valeur de ^; ces valeurs de A s'obtiennent en faisant 

ti^ =s 0, M, : t/5 =■ d= [/a : \/c 

dans la seconde des relations (I) : 

A* l/c — A(=h mX/a-^n Vc) q: (6 — iwn) l/a = 0. 

Les deux valeurs de A coïncident, pour Tune ou Tautre des 
tangentes singulières, si Ton a 

(db m l/a -4- n V/c)* ± 4(6 — mn)V ac 

= am* ^ cw' ± 2 V/âc(26 — mn) = 0. 

Pour que les valeurs de 1 coïncident pour les deux tangentes 
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singulières, c'est-à-dire pour qu'elles soient toutes deux inflexion- 
nelles, il faut que Ton ait 

avfC' -4- en* = 0, 26 — mn = 0. 

Une courbe <I> de quatrième classe à deux tangentes doubles 
est en général du huitième ordre. Cet ordre s'abaisse d'une 
ou de deux unités quand une ou deux tangentes doubles 
deviennent inflexionnelles; comme on vient de le voir, cette 
circonstance peut se réaliser sans que Ton renonce à Thypo- 
ihése 6 ^ mn. 

L'enveloppe <I> des diagonales des quadrangles inscrits dans la 
quartique quadrillée o est une courbe du huitième ordre qui peut 
s'abaisser au septième ou au sixième ordre. 

Les équations (I) donnent, en multipliant la première par l, 
la seconde par ^u^ et soustrayant, 

X{cvl — aul -¥• u\ — ^muiUi) = 2(ft — ?iin)t/|ti,. 

Si l'on multiplie ensuite, membre à membre, cette relation 
et la première des égalités (I), on trouve l'équation tangentielle 
de la courbe $ : 

4» ^ {cul — aul ■*- u\ — âwMiUj) {cul — «M* — w] -+- 2ww,î/j) 

— 4(6 — mn)u\UiUz = 0. 

Sous cette forme, on peut voir que la courbe <I> ne possède 
que fes deux tangentes singulières trouvées plus haut; en effet, 
un seul terme de son équation contient le coefficient 6, lequel 
n'a pas, en général, de relation identique avec les autres coeffi- 
cients. Si donc la courbe <I> possède des singularités tangentielles, 
elle les conserve quel que soit 6, c'est-à-dire que les tangentes 
singulières appartiennent à toutes les courbes d'un certain fais- 
ceau tangentiel dont un élément est ulu^u^^^O; ce système a 
pour singularités ou bien ui = et u^, u^ quelconques, ou bien 
t/2 = t/5 = 0; ces dernières valeurs ne vérifient pas <ï> = 0, 
donc on doit supposer Ui==0 et l'on en déduit aul — cul «=» 0. 

Transformons l'équation de <I> en prenant les tangentes 
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doubles pour côtés du triangle de référence; faisons donc la 
substitution 



[/c Us -*- l/a M5 = Ut 
\/c w, — l^ Uz = U3 



«1 



«i=U. 



«s 



II vient alors 



U. + D, 


21/; 


0,-U, 


2V/^ 


" IT./I 



♦ s [U,U, + Dî - -^ U,{U, + U.)] [U.U, - Uî + -p U,(U, - 0,)] 

K* . va 



b — mu 



UÎ(Ui-UÎ) = 



ou, en ordonnant par rapport k U3, 



»/^ 



Uîj 



"•"•[-(i^-;^)"--(i^-pï)"'] 

L v/^ XV}. VZi J 



Le déterminant des coefficients 



/m n \ 



V 



ac 



I m n \ 







m 



n 



m 



n 



l/i^ »/^ l/i 



l/^ l/^ 



— i 



est visiblement nul; donc la courbe ^ possède la propriété 
corrélative de la quartique binodale quadrillée; en d*autres 
termes, elle est inscrite à oo^ quadrilatères, dont deux diagonales 
sont les tangentes doubles. 
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L'enveloppe <I> des diagonales des quadrangles inscrits à une 
quartique binodale quadrillée est la polaire réciproque d'une 
quartique binodale quadrillée. 

6. On a vu que les sommets opposés des quadrangles inscrits 
dans la courbe 7 se correspondent dans une inversion trilinéaire. 
Dans le cas où deux des points fondamentaux de Tinversion sont 
les points cycliques, Tinversion se réduit à une transformation 
par vecteurs réciproques accompagnée d'une homologie; en 
d*autres termes, cette inversion trilinéaire fait correspondre un 
point P à un point Q de la manière suivante : P répond à un 
point R dans une transformation par vecteurs réciproques et Q 
est le symétrique de R par rapport à un axe passant par le pôle 
de la première transformation. 

Si une quartique plane bicirculaire est quadrillée, les sommets 
opposés réels P et Q d'un quadrangle inscrit se correspondent 
dans la transformation qui vient d'être décrite; la diagonale PQ 
et la seconde diagonale du quadrangle, c'est-à-dire la perpendi- 
culaire au milieu de PQ, enveloppent une courbe de quatrième 
classe. 

7. Reprenons l'équation 

-*- x\{(^iA •*- SftjXjXf -*- CsXÎ) = 0. 

Nous supposerons encore ai^O; mais, par contre, le mineur C5 
de. A i^ {abc) ou a^b^ — o^&i est à présent nul. 

Nous pouvons toujours, et d'une seule manière, déplacer le 
sommet Xç^X'^ du triangle de référence, de telle sorte que les 
coefficients a,^ et 6^ s'annulent, car la transformation des coor- 
données remplace ces coefficients a^ et 6| par des fonctions 
linéaires des paramètres de la transformation. Ayant donc 

ajb^ — ajfti ^= a» = 6| e» et flj ^ 0, 

on doit avoir aussi b^=»Q et le déterminant A se réduit à 
— hH'^^* P^^ ^"'^^' P^"^ 4"^ '^ courbe <p soit quadrillée, il 



! 
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faut que c^ ou 65 soit nul. L*équation se réduit alors à Tune 

des formes 

xlxi^u Xt) + xî^(X|, X,) =- 0, 

arî%i(x«, Xj) -♦- xî^4(X|, X,) — 0. 

Dans le premier de ces cas, chacune des droites xi^u ^2) "=" 
coupe la courbe en quatre points confondus au sommet x^x^, el 
ce sommet est alors un point double d'inflexion; dans le secpbd 
cas, c*est le sommet x^xs qui présente cette singularité. Il 
suffit évidemment de considérer un de ces cas, le premier par 
exemple. 

Les invoiutions des côtés opposés des quadrangles inscrits 
s'écrivent, au moyen des mineurs de A, 

265C,x,y4 — (aiC, — a^c^) (x^y, -»- x,y,) — 2aAx,y, = 0, 
Oxiy, -4- ôjCilx^ys ■+- Xjy,) + Oxjy» = 0, 

d'où la correspondance suivante entre sommets opposés x et y 
d*un quadrangle inscrit \ 

yt ^ ^biCjXj — (a^c^ — flgcQx, y^ _^, 
yi («iCs — a»Ci)Xi -*- SajôjX, y, x,* 

ces relations définissent une semi-^inversion trilinéaire. 

Le lieu du troisième point diagonal des quadrangles inscrits 
se réduit à x^x^ »» 0, mais la droite x^=»0 répond à un seul 
quadrangle limite défini par xf =» et a|X* + C|XÎ =b 0. Le 
véritable lieu géométrique est donc œ^ »a 0, et ce fait est 
exprimé aussi par la seconde des équations de la semi-inversion. 

Les invoiutions des côtés opposés peuvent encore s'écrire 

xj — xxî= 0, 
xî(aj -h Aa,) -♦- 26,XsXi -1- xî(c8 -♦- AC|) «=«0; 

une droite , 



«5 = — 



X5 



coupe la première involution en des couples de points projetés 
de x^x^ suivant cette troisième involution : 

ulxl -+- 2titU,XtX| -*- x\{u\ — Atl|) — 0. 
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La seconde et la troisième involution ont un couple corres- 
pondant commun si Ton a 



En éliminant 1 et faisant disparaître le facteur parasite u^ 
jrépôndantau nœud x^x^, on trouve une équation cubique en u. 
, Lorsque^ dans une quartique binodale quadrillée^ l*un des 
nœuds est un point double d'inflexion, le troisième point diagonal 
des quadratigles inscrits décrit une droite, les sommets opposés 
de ces quadrangles se correspondent dans une semi-inversion 
irilinéaire et leurs diagonales enveloppent une courbe de troisième 
classe. 

Remarquons que, si l'une des branches de la courbe passant 
par un point double y présente une inflexion et si la courbe est 
quadrillée^ la seconde branche possède aussi une inflexion en ce 
point, car les quatre tangentes issues du nœud considéré ont 
leurs contacts alignés deux k deux sur l'autre nœud; si donc un 
de ces contacts s'approche indéfiniment du premier nœud, il en 
est de même d*un autre de ces contacts. 

Figures da quatrième degré à trois et quatre nœuds. 

8. Tout le paragraphe précédent serait inexact si la condi- 
tion A 1=» équivalait k Texistence d'un troisième point double, 
car alors la propriété d'être quadrillée n'appartiendrait jamais à 
une quartique binodale. Mais il n'en est rien : admettons, en 
efiet, que la courbe <f ait un troisième nœud au sommet X2X3, ce 
qui revient à supposer C3 »» c^ >» 6^ «= 0. Le déterminant A se 
réduit à — a^b^c^ et n'est pas identiquement nul. 

Réservons toujours les cas où l'on a soit a^ = 0, soit c^ sa 
et où la courbe f dégénère en une cubique et une droite x^ ou x^. 
Nous devons supposer 6^ = et les tangentes 

Cixl ■+■ OxgXt -+- ajxî = 

au troisième nœud x^x^ sont alors séparées harmoniquement 
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par les deux premiers points doubles. Ainsi, pour qu'une quar- 
tique trinodale possède des quadrangles inscrits ayant deux points 
diagonaux en deux des nœuds^ il faut et il suffit que ceux-ci 
séparent harmoniquement les tangentes au troisième nœud. 

Gomme on le vérifie sans peine, la correspondance des som- 
mets opposés des quadrangles est donnée par les relations 

; — at6|CtXs(2a2ârs -♦- CI5X,) : — a,asb|Xs(26|X« -♦- CiXj). 

C*est une inversion dont les points fondamentaux sont les 
deux nœuds considérés et le point commun aux droites 

âa^Xs -»- «8^1 = 0, 26|Xj -h C1X4 s= 0. 

Le troisième point diagonal des quadrangles décrit la conique 

aiXgart -*- 64X5X1 -♦- a^XiXs = 0; 

ette ne dégénère que si Fun de ses coefficients s^annule, hypo- 
thèse que nous pouvons exclure provisoirement. 
L*équation de la courbe peut s*écrire 

x* — SfljXsXj — «5X4 



= 0; 



elle montre les involutions projectives 

kx\ — ^3X5X1 — ajxj = 0, 
Xj(ai -4- A) -+- 264X1X1 -♦- C|XÎ «s 0, 

dont la première, combinée avec Téquation d*une droite % 
donne cette troisième involution : 

x\Xv\ -*- 2xsX|(At/st/4 -4- aîWîtis) -¥■ x\{ku\ -f- ^a^u^Ui — «stij) == 0. 

La seconde et la troisième involution ont un couple corres- 
pondant commun si Ton a 

Xu\ Au^tii •«- a^u^Uz AU] -4- ^a^UiU^ — a^u\ 

ai -f- A 6, Cj 

Si Ton exprime que ces relations sont satisfaites par une 
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valeur de ^, on trouve, après simplification, une équation cubique 
en u. Les conditions pour que ces relations soient vérifiées par. 
deux valeurs de X donnent la tangente double de cette courbe de 
troisième classe ; 

Cette tangente double joint deux points représentés respecti- 
vement par ces deux dernières équations; ils sont situés sur 
les côtés X5 et x^ du triangle de référence et sur les droites 
respectives 

C|X| -*- biXf cBsi 0, fljXi -♦- OjXs =s 0, 

c'est-à-dire sur les polaires de chacun des nœuds Xix^ et x^x^^ 
relatives aux tangentes à l'autre. 

Dans une quartique trinodale quadrillée^ le troisième point 
diagonal des quadrangks inscrits décrit une conique et les diagO' 
nales de ces quadrangtes enveloppent une courbe de troisième 
classe possédant une tangente double. 

Dans le cas, exclu plus haut, où Ton a soit ftj^saO, soit a^^smO^ 
les résultats, faciles à établir, se résument comme suit : 

Un des nœuds est un point double d'inflexion; la courbe a 
deux séries de quadrangles inscrits ayant des points diagonaux 
en deux couples de nœuds; pour chaque série de quadrangles^ les 
sommets opposés se correspondent dans une semi-inversion tri" 
linéairey le troisième point diagonal décrit une droite et les 
diagonales enveloppent une conique. 

Si Ton a simultanément 6^ s» et a^ «=> 0, t7 y a une série de 
quadrangles inscrits ayant leurs trois points diagonaux aux trois 
nœuds de la courbe; les sommets opposés de ces quadrangles se 
correspondent dans une collinéation ; les trois nœuds sont des 
points doubles d'inflexion. Et, chaque fois quune quartique a 
trois points doubles d'inflexion, elle est ainsi triplement quadrillée. 

9. Nous avons toujours exclu le cas où la courbe <p dégénère 
en une droite et une cubique. Examinons à présent cette hypo- 
thèse et choisissons la droite en question pour côté x^ du triangle 
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de référence. Les raisonnements précédents font découvrir, pour 
la cubique 

îrî(26|X, -4- C|Xi) -I- 3x5(a,x|| -4- 26,XaX| -*- c^J) 

-♦- a?i (osarj -H âôjXjXi -I- CbxJ) — 0, 

un certain nombre de propriétés, la plupart connues. Pour 
cette raison, et aussi parce que les développements précédents 
indiquent assez quels calculs il faut faire, nous pouvons nous 
contenter d'énoncer les résultats. 

La cubique possède des quadrangles inscrits ayant deux points 
diagonaux en deux points M et Ji de la courbe, choisis comme 
sommets x^x^ et x^Xs, si l'on a 

6j C| 
A ^ Of bf Cf es 0. 

«5 ^5 Cs 

En écartant d*abord le cas où 6^ =» ou a^ = 0, on voit qu*on 
peut faire évanouir c^ et a^, car il suJQBt de prendre pour côtés 
du triangle de référence les tangentes en M et N. Alors, pour 
que A soit nul, il faut que c^ le soit, donc que la courbe passe 
par le point P de rencontre des tangentes en M et N; ainsi 
les deux points M et N ont même tangentiel e/, par raison de 
symétrie, il en est de même de deux sommets quelconques d'un 
quadrangle Steinérien. Le troisième point diagonal des qua- 
drangles parcourt une droite; leurs diagonales enveloppent une 
courbe de troisième classe; leurs sommets opposés se corres- 
pondent dans une inversion ayant M, N, P pour points fonda- 
mentaux. 

L*hypothèse 6^ :=» ou a^ "== correspond au cas où Tun des 
points M, N est un point d'inflexion,; elle entraine quelques 
modifications faciles a énoncer. 

Lorsque la quartique f dégénère en une droite X5 :=» et 
une cubique ayant un point double x^x^, les coefficients 05, 63, C5 
s'évanouissent et le déterminant A est identiquement nul. Donc 
une cubique ayant un point double en M et une droite rencon- 
trant la cubique en N ont une infinité de quadrangles inscrits 
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ayant deux points diagonaux en M et N; ceci est évident géoroé- 
triquement : la droite donnée est un côté de tous ces quadrangles. 
Ainsi, une cubique nodale et une droite ne passant pas par le 
noeud forment toujours un système quadrillé. 

10. Si, au lieu d*une quartique f, on a un système de deux 
coniques circonscrites au triangle de référence, 

(«XjXb -*- jBjTsXi -4- r^iXi) (a'x,X8 -*- p'XsXi -♦- r'^i^t) ~ 0, 

les raisonnements du n" 8 s'appliquent : pour qu'il y ait des 
quadrangles inscrits à deux points diagonaux aux nœuds XiX^ 
et x^X5, il faut que le terme en xlx^x^ manque dans l'équation 
ci-dessus ou que Ton ait 

py' ^ pV t= ou p : r = — p' : r' 

et les tangentes aux deux coniques en leur troisième point 
commun C(x^ = x^^=^0) doivent séparer harmoniquement les 
deux premiers points A et B. Évidemment, la même propriété 
doit exister pour les tangentes au quatrième point D. 

D'après cela, les coniques données F, et Fa, appartenant au 
faisceau de coniques de base ABGD, y séparent harmoniquement 
les deux couples de droites AG, BD et AD, BG. Par suite, les 
tangentes à F, et F^ en A (ou B) séparent harmoniquement G et D; 
donc il y a un second système de quadrangles inscrits ayant deux 
points diagonaux en G et D. 

Le pôle de AB par rapport à la conique F^ a pour coor- 
données 

— a, Py r. 

Sa polaire relative à F, est 

pu, à cause de (3/ h- (S'y «=» 0, 

Xj(aV — ar') -»- Xs{a'^ — ap') = 0. 

Gette droite n'est autre que GD, car son équation s^obtient 



(i73) 

aussi en éliminant le terme en x^^ des équations des deux 
coniques. 

Il y a donc un point M ( — a, (3, y) qui est à la fois pAle de AB 
pour r^ et pôle de CD pour H, et pareillement un point 
analogue N( — a', P', y') pôle de AB pour F, et de CD pour T^. 

Le troisième point diagonal des quadrangles inscrits à points 
diagonaux en A et B décrit la conique 

Elle passe par A, B, C, donc aussi par D; elle passe par M et N, 
comme on le vérifie sans peine, et, dans le faisceau des coniques 
ayant pour base ABCD, elle est séparée harmoniquement du 
couple de droites AB, CD par les coniques proposées F, et F,. 
Elle est aussi le lieu du troisième point diagonal des quadrangles 
inscrits ayant deux points diagonaux en C et D. 

Deux sommets opposés d*un quadrangle inscrit, de la première 
série par exemple, sont toujours sur une même conique F. ou F^. 
Ceux qui sont sur F^ sont projetés de A, suivant une involution 
dont AC et AD sont les rayons doubles; donc ces couples de 
sommets sont en involution sur la conique et sont alignés sur le 
pôle N de CD. Ainsi Tenveioppe des diagonales des quadrangles 
se réduit aux deux points M et N. 

Les deux coniques se correspondent à elles-mêmes dans une 
inversion dont les points fondamentaux sont A, B et un troisième 
point E défini par les relations 

pp'Xi -f- (ap' -H pa')xj = 0, rr'J^i -+■ («r' -*- «V)ac3 -= 0. 

On vérifie très facilement que ce point est sur les deux droites 
CD et MN. 

Pareillement, les deux coniques se conservent dans une inver- 
sion ayant pour points fondamentaux C, D et Tintersection F 
de AB et MN. 

De ces deux transformations, la première fait correspondre^ 
sur F29 deux sommets opposés d'un quadrangle de la première 
série, donc deux points x ei y alignés sur N. Soit alors 6 
rintersection de AB et CD et soient y ei z deux points de F^ 
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alignés sur 6; sur la conique F^, les points x ei z sont des 
éléments correspondants d'une involution, puisque N et G sont 
conjugués par rapport à la conique; le pôle de cette involution 
est le pôle de NG ou E; dans le plan, ces points x et z se 
correspondent dans une transformation birationnelle quadra- 
tique; celle-ci est le produit de Tinversion ayant Ë, A, B pour 
points fondamentaux et de Thomologie ayant pour pôle G et 
pour axe MN ou £F. Dans cette transformation composée, les 
points fondamentaux de Tun des systèmes sont E, A, B et leurs 
homologues dans l'autre sont E, B, A; c'est donc une transfor' 
mation de EirsL 

Il est facile d'écrire l'invariant simultané de deux coniques» 
qui doit s'annuler quand ces courbes forment un système qua- 
drillé. En effet, le faisceau 

al H- A;a;* = 
a pour discriminant 

{abcf -*- U{abay + 3ft*(aû'6')* -*- A:'{a'6V)». 

Les valeurs de A, qui annulent cette fonction, déterminent les 
coniques dégénérées du faisceau et, pour que le système soit 
quadrillé, il faut i|ue deux valeurs de k soient égales et de signe 
contraire, ce qui exige l'évanouissement de 

(a6c)*(o'6'c')' — 9(a6o')*(aa'6')*. 

Lorsque cette condition est vérifiée, la troisième valeur de k 
est égale à 

3(a6o')* 
(abcy 

et le couple de droites AB et CD est représenté par Tune des 
deux équations équivalentes 

al(abcy = Zai*{aba'f ou Zaî{aaVf = ai\a'b'&f. 

La conique ABCDMN est alors 

r al{abcf = - Za',\abaJ ou 3aî(ao'6')' = — al\aVc')\ 
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Faisons une remarque en passant. Diaprés ce qui précède et 
moyennant le principe de translation de Clebsch, les plans ti qui 
coupent deux quadriques a^ «^a et a^ b» suivant deux 
coniques formant un système quadrillé enveloppent une surface 
de quatrième classe, dont voici Féq nation : 

{abcuY{aVc'u)* — 9{aba'u)\aaVuf = 0. 

11. Appliquons les résultats du numéro précédent à deux 
cercles se coupant en A et B. Pour qu^ils forment un système 
quadrillé, il faut que leurs tangentes en A (ou B) soient séparées 
harmoniquement par les points cycliques ou soient rectangulaires. 

Ainsi, detAX cercles Ci et C^ se coupant à angle droit ont des 
quadrangles inscrits ayant deux points diagonaux aux points 
cycliques. 

Pour former un tel quadrangle, il faut prendre un point P de 
Ci9 le joindre aux points cycliques; on obtient deux droites ima- 
ginaires (isotropes) coupant le cercle C^ en deux points imagi- 
naires I et V situés sur Taxe radical du cercle C^ et du cercle 
nul P. Les points V et I, joints à leur tour aux points cycliques, 
donnent deux autres droites imaginaires se coupant en un point 
réel Q de C^. Les cercles nuls P et Q ont, avec G^, même axe 
radical et sont alignés sur le centre de ce cercle. L'étude actuelle 
conduit donc à cette propriété connue : Tout cercle G^ passant 
par les points limites P e/ Q d'un faisceau de cercles coupe ortho* 
gonalement tous les cercles de ce faisceau. 

En interprétant la .transformation de Hirst trouvée ci-dessus, 
on a ce théorème de géométrie élémentaire : 

Soient deux cercles se coupant à angle droit, P e( Q deux points 
de l'une des circonférences alignés sur le centre de l'autre, P' le 
symétrique de P par rapport à la ligne des centres^ P' et Q se 
correspondent dans une transformation par vecteurs réciproques 
ayant pour pôle le milieu de la corde commune. 

Les deux cercles G^ et C^ ont aussi des quadrangles inscrits 
à deux points diagonaux en A et B, ce qui conduit à cette autre 
propriété : 

Dans deux cercles se coupant à angle droit, on peut inscrire 
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une infinité de quadrangks ayant deux point» diagonaux aux 
points communs A e^ B des cercles; les sommets opposés de chaque 
quadrangle sont aux extrémités d'un diamètre d'un cercle, le 
troisième point diagonal des quadrangles décrit la circonférence 
passant par k et B et par les centres des cercles donnés. 

intersection de courbes quadrillées. 

12. Soit une quartique binodale quadrillée 9 représentée par 
réq nation 

Adjoignons à ce déterminant une ligne de constantes a^ et a^; 
nous obtenons la matrice 



= 0. 



«i 


«s 


n 


/; 


fi 


?f 



qui s'annule pour un groupe Q de quatre points; ces points 
sont les intersections de deux couples correspondants de rayons 
oLif^ — ai^fi =s et a|Ç2 — °^29i = des deux involutions 
projectives ; ce sont donc les sommets d'un quadrangle inscrit 
à <p. 

Siy au contraire, nous ajoutons au déterminant une colonne 
de constantes P^, P^» '^ matrice 

/; A Pi 

fl ?1 p% 

s'annule pour quatre points R. En faisant varier Pi, ^s, on a 
une infinité simple de groupes R. 

Un groupe Q et un groupe R sont toujours sur une même 
conique représentée par Téquation 



a, (Xf 

A A Pi 
fi fi Pt 



==0. 
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Toute conique passant par un groupe Q ou un groupe R est 
représentable par cette dernière équation, car si (3^ et P^ sont 
donnés, la conique doit appartenir à un faisceau et dépendre de 
deux paramètres homogènes. Par suite, chaque groupe R est 
déterminé par un de ses points. 

Les quadrangles inscriis dans la quartique binodale quadrillée 
forment une série linéaire simplement infinie de groupes de points 
corésiduels. 

Nous devons cet énoncé à une communication verbale de 
M. G. Servais qui en soupçonnait Texactitude et qui en devinait 
l'application à de nombreuses questions particulières relatives à 
la courbe «p, notamment à la construction de la tangente. 

Si dans la matrice représentant le groupe R, |3| et P^ sont, 
non plus des constantes, mais des formes linéaires respective- 
ment en Xiy x^ et x^, 0:3, la matrice représente oo^ quaternes 
de points S découpés sur la courbe «p par des cubiques passant 
par les nœuds. 

Les groupes R sont un cas particulier des groupes S et cor- 
respondent au cas où ces cubiques dégénèrent en une conique 
et une droite passant par les nœuds. 

13. Considérons deux quartiques planes binodales quadril- 
lées situées dans le même plan et dont les nœuds^ coïncident. 
Cherchons les conditions nécessaires pour que ces deux courbes 
aient un quadrangle inscrit commun. 

Nous pouvons supposer les points doubles à Tinfini sur deux 
axes cartésiens x et y; au lieu de quadrangle inscrit, nous 
dirons parallélogramme inscrit, en sous-entendant que les côtés 
de ce parallélogramme sont parallèles aux axes. Des seize inter- 
sections des deux courbes, huit sont concentrées aux nœuds et 
huit sont en général à distance finie. 

Les équations des deux quartiques peuvent s'écrire 

y ^y*(a|X*-f-26ia;-t-c,)-t- 2t/(a,x*-Hî26,x-*-c,) -+- (aiX^-^^b^x-^-c^) = 0, 
y'= t/*(o;x*-4-26;x-f-ci)-*-2y(a;x*-H26;x + c;) -♦- (aix*-f-26ix-+-ci) = 0. 

Pour qu'elles aient en commun les sommets d'un parallélo- 

12 
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grawine, il faut d'abord quç deux valeurs, géoéraleo^nt 
distinetes, de x donnent les mêmes valeurs à y, c'est-è-dire que 
les relations 
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soient compatibles pour deux valeurs de x. Généralement, elles 
ne sont pas compatibles du tout; en effet, multiplions les termes 
du premier rapport par A^, ceux du second par A^» du troisième 
par A3 (A,-, Bf., C^* étant les mineurs du déterminant À«3| a&c|); 
4;bacun dies rapports ci-dessus devient égal à 



x«A 



' i "" I 



(o;A4H-aiAj-4-ajA5)x*-4-2(6iA|-4-6iAj-4-6jA3)x-f-(ciA,-t-ciAj-*.cjA3) 

Le numérateur est identiquement nul, puisque la première 
courbe est quadrillée; donc le dénominateur doit Tètre. Si Ton 
avait multiplié les termes des trois rapports par A|, Ai, As et 
additionné, on aurait eu de même 

(a|AJ-*-o,AJ-+-05Ai)x*-4-2(64AÎ-4-tîAi-»-63A5)x-i-(ciAJ-*-CïAi-4-C5Ai) 

et, comme A' «» 0, le numérateur s'annule aussi. Ainsi, deux 
équations du second degré en x doivent être compatibles, et 
même pour deux valeurs de x, c'est-à-dire que ces équations 
doivent être équivalentes et que Ton doit avoir 

ojA| -♦- oiAj -4- ajAj 6;A| -h ôJA, -♦- ôjAj ciA, -♦- cJA, -1- ciA, 
a,A| -H OjAi ■+- OjAi 6iA; -+- 6,Ai -♦- 63A3 C|AJ -*- CjAi -*- CjAi 

Gela suffit-il? Quand ces conditions sont satisfaites, il y a 
deux valeurs de x, donc deux parallèles à Taxe des y qui 
coupent les deux courbes aux mêmes points. Mais, pour que ces 
points soient les sommets d'un parallélogramme inscrit, il faut 
encore que ces deux valeurs de x forment un couple de Tinvo- 
lution déterminée par les côtés opposés des parallélogrammes 
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insç;:i^ ^Q8 une ^es co|ur.be8, la première par .çxeii^ple. jQette 
inyol^tiop est représentée» comme nous le ^yons, pf^r légalité 

Les racines de la deuxième équation du second degré, dont 
nous avons pfirlé.en çlernier lieu, sont te^es gue^fon ^ 

i : — (x, -f- X,) •+■ x,x, == (a, AJ -+- OsA, ^ «jAi) : 2(6|AÎ -♦- 6jAi -¥- 65AJ) 

: (c.Aj -H r,A; ■+- CjAi), 

et ces deux valeurs de x appartiennent à Tinvolution, car 
ridentité suivante 

-♦- c,(c,a; -4- c,a; -♦- C5A;) = 

est exacte, puisque les expressions qui niultiplient Ai, A,, Ai 
sont nulles à cause de Thypothèse A «= 0. 

Par suite, les conditions (I) sont suffisantes, pourvu que Ton 
y joigne naturellement A *» À' »=» 0. 

14. Nous ouvrons ici une parenthèse. Les raisonnements du 
numéro précédent peuvent être conduits en intervertissant les 
rôles des variables x et y. Ils donnent alors ce théorème 
d*algèbre : 

Si dkux déterminanti à neuf éléments (sib^c^) et (a^bsCs) sont 
nuls et si l'on a 

ajA| -4- a^A, -♦- aJAs 6;Ai -♦- b^Xf -4- djA, c^Ai -♦- cJAj •♦- cJAs 

M i ■ r^;= ■ ssa ■ ■ > 

^ ' aiAj -H OjAi -^ OjAi b^^[ -*- 6îA; -♦- ôjAi c^AJ -+- CjAi -♦- CjAi 

on a aus«t 

ajA, H- 6;B| -♦- ciC, o;a, -h 6;Bi -♦- c;C, oJA, -f- 6iB, ^ ciC» 



(2) 



04A; -4- 6|B; + c^c; o,a; + 6,b; -4. ^c; osA; ■+- ô^b; + cjc; 



Il convient de démontrer directement cette propriété. 
D'abord, les hypothèses, savoir les relations (1) et les égalités 
(fiib^^) «=> (a[b'iCi) s» 0, ne sont pas indépendantes : trois 
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d'entré elles entraînent évidemnnent la quatrième et, comme 
les mineurs relatifs à deux lignes d*un déterminant nul sont 
proportionnels, les égalités (1) sont vraies aussi quand on y 
remplace les A par des B ou des G. Pareillement, les égalités à 
démontrer (2) sont équivalentes à celles que Ton obtient en y 
substituant Ag, Bg, Cg ou A5, B3, C3 à Ai, B^, C^, etc. 

Multiplions les rapports (i) respectivement par A^, B^, C^ et 
additionnons : le dénominateur s*annule identiquement et Ton 
a donc 

(3) A,(a;A, -4- 6;Bj -♦- cjC,) -•- Aî(a;A4 -h 6;B, -+- c'fi,) 

^ A5KA, ■+-6JB4-t-ciC,) = 0; 

mais, à cause de Thypothèse {a^b'd) «a 0, on a visiblement 

(4) A;(oiA, + 6;b, -*- c[c,) ^ A;(a;A, + 6;b, + cic.) 

4- Ai(a;A, -4- 6iB, -I- c;CO = 0. 

Intervertissons les rôles entre les lettres accentuées et les 
autres; nous obtenons de même 

(6) a;(o,a; h- 6,b; -h c.cî) -h A;(a,A; h- 6,b; -*- cjc;) 

-^Aj(a5A;-H6,B;-4-C5C;)==0, 

(6) Ai{a,k\ -*- 6,b; + c,C;) -I- A,(a,Ai -+- 6,b; + c^CÎ) 

-♦- k^[a^^\ -f- 65B; -f- CjCi) = 0. 

Les égalités (3), (4), (5), (6) montrent que les deux équations 
homogènes en X, Y, Z, 

X(a5A, + 6;B4-+-c;C0-*-Y(a;Ai-f-6;B,-i-c;C,)+Z(a;A4-t-6JBi-f-ciC4)=O, 

x(aiAi + ô^b; +C4c;)-t- yioîa; -i-6,b; -*-c,c;) + z(asA; -t- 6,Bi -♦- c5c;)=o, 

admettent deux systèmes de racines non nulles et généralement 
non proportionnelles, savoir A^, A^, A5 et Aj, A^, Ag; donc ces 
équations sont identiques et leurs coefScients sont proportion- 
nels, ce qu'il fallait établir. 

Remarquons en passant que, si les quantités a^, 6^-, c,-, a^-, fr^-, c^- 
sont des formes linéaires quaternaires, («16263)= et (a|6jci)=0 
sont les équations de deux surfaces cubiques lès plus générales. 
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Les relations (I) représentent une courbe du vingt-septième 
ordre, eoupant en cinquante-quatre points Tintersection des deux 
surfaces cubiques et présentant une certaine relation avec des 
cubiques gauches situées sur les deux surfaces et formant sur 
chacune déciles un réseau. Le théorème actuel montre quVIle a 
la même relation avec les cubiques gauches des réseaux coo|ii- 
gués. Mais nous ne pouvons insister sur ces faits sans sortir de 
notre sujet. 

15. Revenons à nos deux quartiques binodales quadrillée^ 
ayant les mêmes points doubles et supposons qu*elles possèdent 
un parallélogramme inscrit commun; soient 

7 

les équations des couples de côtés opposés de ce parallélo- 
gramme. Les équations de ces deux courbes peuvent s*écrire 
respectivement 

= 0. 
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La matrice 
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s'annule pour quatre points U communs à ces deux courbes e| 
autres que les sommets du parallélogramme commun. Et ce& 
nouveaux points sont communs à toutes les courbes du réseaiTt 
ponctuel dont T équation s'écrit 
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Deux des courbes de ce réseau, par exemple 

I A al 6; 1 = et 1 p al 6J 1 = 0, 



se coupent encore aux quatre points annulant la matrice 
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oîf, ces Jérriîèrs points soat tes intersections dès couplés de 
dfrc^ites 

I X yi dî I «0' et f A ^ 6; I =^'0' 

et s6nt donc les sommets d*an paraltélogramme insérit. 

iSi deuùb eourbeà quadrillées ayant un quadrangle commun se 
co^pèM encore en quatre points U, il existe une doublé infinité 
de quartiques binodales ayant les mêmes nceuds que les propùSéès, 
passant toutes par les points U et telles que deux quelconques 
d'entre elles ont encore un quadrangle inscrit commun» 

Â-t-on ainsi tontes les quartiques binodales qui, passant par 
les quatre points L\ coupent encore Tune ou lautre des deux 
proposées aux sommets d*un parallélogramme? 

OuiyCar un parallélogramme quelconque inscrit dans la courbe 
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est défini par les relations 



aî + A:a:* = 0, 6? 
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or, la courbe 
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^esé Visiblement ptar \ek àommeis de ce pàrdllélograâiinfalè et 
{làr les j^ôints U; ces Ktiit points formant, avec les noetrd^, 
ririteréeciion totale de y^ et 74, totite quârticfue biriodéle pasàilMt 
par ces huit points a une équation dé la forme 
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Ainsi, lorsque trois quartiques ont deux nœuds coïncidants et 
encore quatre pointa corlimuni, si l'une de ces courbes coupe encore 
chacune des deux autres aux sommets d*un parallélogramme^ il 
en est de même des detix dernières courbes et de deux courbes 
quelconques du réseau déterminé par les trois proposées. 



Quatre points arbitraires du plaui dont trois ne sont pas sur 
une même parallèle à Tun des axes, peuvent être pris pour un 
groupe U de points appartenant à un réseau de quartiques se 
coupant deux à deux suivant un parallélogramme. En effet, par 
suite du principe de Taddition des colonnes, on peut transformer 
fa matrice 

de telle feçon que la première ligne soit formée de trois forme» 
quadratiques binaires arbitrairement choisies ,* les éléments de 
la seconde ligfie contiennent alors neuf coeiScients homogènes 
inconnus; le fait que la matrice s'annule pour quatre points 
donnés fournit huit relations linéaires et homogènes par rapport 
à ces neuf coeffîeienis et permet de les déterminer* 

Les résultats que nous venons de trouver seront utilisés dans 
le dernier paragraphe du présent travail. 

Remarquons encore qu'il est bien facile d^écrire les équations 
de deux quartiques binodales à points doubles confondus et se 
coupant encore suivant deux quadrangles inscrits; ce sont : 
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Biquadratic[U6 gauche de première espèce. 

16. Cherchons les propriétés de la biqtiadratique gauche de 
première espèce correspondant à celles qcti ont été exposées 
ci-dessus pour la quarlique plane. Parmi les résultats que nous 
allons trouver, les plus importants sont connus, mais ont été 
découverts par d'autres méthodes. 

Soit C4 une biquadratique gauche, intersection de deux qua- 
driques, dans le cas le plus général. Cette courbe est projetée, 
d'un point ettérteur A, suivant un cône du quatrième ordre à 
deux génératrices doubles; la trace de ce cône sur un plan 
quelconque est Une quartique binodale qui, moyennant une 
seule condition, est quadrillée; dans ee cas, le cône perspectif 
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à C4 sera dit aussi quadrillé. Donc, il existe une double infinité 
de cônes quadrillés perspectifs à la biquadratique. 

Considérons un de ces cônes et soit A son sommet. Il existe 
sur C4 une infinité simple de quadrangles tels que deux côtés 
opposés rencontrent une bisécante AO issue de A, tandis que 
les autres côtés rencontrent la seconde bisécante AO' issue de A; 
mais AO et AO' sont deux génératrices de la quadrique F 
passant par A et par Cj; donc les couples de côtés opposés de 
ces quadrangles sont aussi des génératrices, de Tun et de Tautre 
système, de F. Alors, la propriété qui appartient à A comme 
centre de projection de c^ est commune à tous les points de la 
quadrique F. Le lieu des sommets des cônes quadrillés perspectifs 
à une biquadratique gauche de première espèce se compose d'un 
nombre fini de quadriques passant par la courbe. Nous dirons 
aussi que chacune de ces quadriques est quadrillée. 

Les développements exposés pour la quartique plane binodale 
donnent immédiatement les propriétés suivantes : 

Les droites issues d'un point quelconque d'une quadrique 
quadrillée F et s'appuyant sur les couples de diagonales des 
quadrangles inscrits correspondants engendrent un cône de 
second ordre. 

Les diagonales de ces quadrangles sont projetées d'un point 
quelconque de F suivant les plans tangents à un cône de 
quatrième classe à deux plans tangents doubles. 

Donc^ussi, les diagonales de ces quadrangles engendrent une 
surface réglée de quatrième classe et de quatrièn\e ordre dont la 
développable bitangente est de seconde classe. 

17. Passons à l'expression analytique de ces faits. Soit 

F ^ X^Xt — XjTs =0 

une quadrique quadrillée circonscrite à C4; le9 arêtes x^x^ et 
0:5X4 sont génératrices d'un même système et x^x^, œ^x^ de 
Tautrc système. Supposons que les sommets (134) et (124) du 
tétraèdre de référence soient sur C4 et appelons A le som- 
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met (123). Une autre quadrique passant par c^ a une équation 
privée des termes en x\ et xl, soit 

Fi ^ ttiX] H- ^x^lpiXi -^ ajX, -H 2(6î -I- A) xj 

— iXXjtXs -«- X4(2c,X3 ■♦- 26,Xj -+- CsXi) = 0. 

Projetons c^ de A sur le plan x^ en appliquant les formules 
connues de la représentation plane d'une quadrique, 

x^: Xfi Xi'. Xt=^ z] : z^Zt : ZtZ^ : z^z^ , 

nous obtenons 

-v 2;}(26sZ,Z| -4- c,^î) «= 0. 
Puisque cette courbe est quadrillée, nous avons 



As 
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Appelons alors t et z deux sommets opposés d'un quadrangle 
projetés sur le plan X4. Ils se correspondent dans une inversion 
dont les équations s'obtiennent en résolvant par rapport à t^^ 
hf h 1^^ équations des deux involutions projectives étudiées au 
n® 4 ; on trouve 

ou, en abrégé 

Par suite, en appelant y le point de la courbe gauche projeté 
en t^ 

Vi •' y<i'' y%' y^'=^ ^\- UU > ^h ' ^tU = vn'n' : tnn^p : rn^nq : mnpq, 

ou, en simplifiant par mn^ 

yi : yj : y» : y* =» »«» :np:mq: pq. 
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Or mn» np, fà^, pq sont âes fonctions IMénires de t\, z^i^^ 
ZiZ^, z^z^^ donc de x^^ x^, x^^ 06^9 en ap|!relant x le point dé faf 
courbe gauche projeté en js. 

Donc, les sommets opposés d'une série de quadrangles inscrits 
appartenant à une même quadrique quadrillée se correspondent 
dans une eollméation. 

Dans le cas parrtîculier où le mineur C3 do détei^minanl A 
relatif à la quartique plane, projection de C4, est nul, Tun des 
points doubles de celte courbe plane est un point double d'in- 
jQexion; alors le centre A est dans le plan oseulatetir à la 
courbe C4 en un des points (124) ou (134), et la tangente à C4 
en un de ces points est génératrice de la sufrface F. Or il y a, 
sur C4, deux quadru*ples de points où la tangente est génératrice 
de F; en un de ces points. M, on peut considérer la génératrice 
de F qui n*est pas tangente mais corde MN. Lorsque le 
centre A est sur cette droite, la projection plafie cfe C4 est une 
courbe binodale quadrillée ayaAt en un de ses nœuds une 
inflexion. D*après une remarque faite à la fin dâf n^ 7, ce nœud 
est alors double d*inflexion; donc la tangente en N est géné- 
ratrice de F et le plan osculateur en N passe par M. 

Ainsi, toute quadrique quadrillée possède quatre génératriées^ 
tbrdes de C4 , qui sont chacune l'intersection des plans osculateur s 
en leurs deux points d'appui. 

Réciproquement, toute corde jouissant de cette propriété est 
génératrice d*une quadrique quadrillée. 

Quand A est sur une de ces cordes, les rayons issus de A 
et s*appuyant sur les couples de diagonales des quadrangles 
inscrits sont dans un même plan, et les plans qui projettent 
de A ces mêmes diagonales enveloppent un cône qui n'est plus 
de quatrième, mais de troisième classe. 

D*où encore ce corollaire évident : la surface du quatrième 
ordre^ lieu des diagonales d'une série de quadrangles inscrits 
coupe la quadtiqUe quadrillée correspondante iuivant la coutbe ù^ 
et quatre de ses cordes. 

18. Étant donnée une biqt]adratfo|ue C4, combien a-t-elle de 
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^àadrîques circonscrites quadrillées? CeUe question estéoi^nue 
et se résout aisément de plus d*une maniéré. Si Ton projette à^ 
d*un de ses f^oints. A, sur un plan quelconque, cette f)i^ôJection 
est une cubique non singulière; les traôes et 0' des géné- 
ratrices AO et AO' d*une quadrfque quadrillée F sont, en vertu 
d*un paragraphe précédent, des pointé correspondants de lu 
cubique; le plan AOO^ est tangent à F et contient ta tangente 
AT à C4; donc et 0' sont alignés sur la tracé T de AT. 
liécîproquement, si et 0' sont deux points correspondants de 
là cubique, alignés sur T, la quadrique circonscrite F définie 
par AO a pour plan tangent OAT, pour seconde génératrice AO' 
et les quadrangles inscrits dans la cubique sont les projections 
de quadrangles inscrits à C4 et appartenant à la quadrique F; 
celle-ci est donc quadrillée. 

Le problème est ainsi ramené & trouver deux points corres- 
pondants d*une cubique alignés sur un point donné T de la 
courbe. Dans la représentation d'une cubique non singulière 
par les fonctions elliptiques, les arguments de trois points en 
ligne droite ont pour somme un nombre entier de périodes; 
deux points correspondants, ayant même tangentiel, ont des 
arguments qui diffèrent d'une demi-période et, comme il y a 
trois demi-périodes, il y a trois genres de points correspondants; 
ensuhe^ si u est Fargument de T et t? celui dé 0, celui de 0' 
sera ^ -^ â période et ti -^ 2t; vaut une demi-péif*iode, ou ~ + t; 
vaut un èjuart de période. Or il y a douse quarto de période^ 
donc douze valeurs de v, donnant six couples de points etO'^ 
Le problème a six solutions. 

On sait que la géométrie conduit au même résultat : les 
points inconnus 0, 0' et le point donné T étant en ligne droite, 
il en est de même de leurs tangentiels P, P^ U; mais et 0' 
étant correspondants, P' coïncide avec P, et U est le tangentiel 
de P. Or, de U on peut mener à la courbe quatre tangentes 
ayani leur contact ailleurs qu'en U; Tune est UT; soient P^, P^, 
P5 les contacts des trois autres; chacun de ceux-ci est le 
tangentiel d'un quadruple ayant T pour un de ses points 
diagonaux, et foiifnit donc ttedx Sdluttonls du problème. 
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Od voit par là qu*il y a six droites issues de T et rencontrant 
la cubique plane en des points correspondants; la méthode 
géométrique donne un arrangement de ces droites en trois 
couples répondant aux trois genres de points correspondants. 
Cet arrangement, dont on verra Tutilité, se serait révélé aussi 
par Fexamen attentif des quarts de période. 

Rapportons la cubique plane au triangle ayant pour sommets 
les points et 0' et leur tangentiel commun P. Les termes 
en xî, xl, 3rl manquent dans Téquation. Puisque la tangente 
en O (a?i = X3 = 0) est le côté PO (x^ «= 0), le terme en x^jc^ 
fait défaut, et de même le terme en o^'x^; Téquation de la 
cubique plane a la forme 

ax\x^ -k- 6x4X5 -4- 2cxiar,Xs -f- rfx'Xs -+- exjxj = 0. 

La première polaire du point P(x^ = xz «=» 0) est 

aX|Xs -+- 6x4X3 -♦- cxjXs ==0. 

En soustrayant, de Téquation de la courbe, ce dernier poly- 
nôme multiplié par x^, on obtient 

cxjXjXj -4- dxlxz •*- exjxj = ou XîX3(cx4 -»- dx^ •¥■ cxs) = 0. 

Les trois droites représentées par cette égalité passent par 
les contacts 0, 0', Oi, 0^ des tangentes issues de P; la 
troisième est donc la droite OiO^ ; elle rencontre 00' au point 
donné T. Une droite quelconque par T, 

, , dx, -*- exz 

CX| -f- axj -f- exa = fcxi ou X| = — ; » 

k — c 

rencontre la courbe en des points définis par Téquation 

(oxj -f- 6x3) (rfx, -♦- ex^Y -I- 2 (A; — c)cxjX5((/x, -+• 6X5) 

•*• {k — c)*XtX5(^x, -♦- exj) = 0, 

ou, en divisant par (dx^ •+- ex^) et simplifiant, 

adxl -¥• x^^(ae -*- 6rf — c* -«- A:*) -+- bexl = 0. 
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Pour que la droite issue de T soit tangente en un autre point 
de la courbe, il faut que la dernière équation en x^ : x^ ait deux 
racines égales, ou que Ton ait 

{ae -^ bd — c" -+• fc*)* = 4a6(/6. 

Cette égalité ne contient que les puissances paires de k; ses 
racines sont, deux à deux, égales et de signes contraires. Les 
tangentes issues de T sont donc, deux à deux, séparées harmo- 
niquement par les droites TOO' et TOiO^. Ces quatre tangentes 
peuvent être groupées deux à deux de trois manières, et chaque 
fois les deux couples définissent une involution; les rayons 
doubles de ces trois involutions sont les six droites issues de T 
et rencontrant encore la cubique en des points correspondants. 
En d'autres termes, si les tangentes issues de T sont repré- 
sentées par une forme biquadratique binaire^ les six droites 
telles que TOO' sont représentées par le covariant sextique de 
la forme. 

Transportons ce résultat sur la biquadratique gauche C4. Le 
plan mené par la tangente AT à C4 et par le sommet C^ d*un 
des quatre cônes du second ordre perspectifs à la courbe, touche 
encore celle-ci au point où elle recoupe le rayon G,- A. La trace 
de ce plan est donc tangente à la cubique plane en un point 
autre que T. Diaprés ce qui précède, les plans AOO' et AO^Os» 
tangents à deux des six quadriques quadrillées, séparent harmo- 
niquement les plans tangents en A à deux couples de cônes (C,). 
Dans le faisceau de quadriques ayant pour base C4 il y a quatre 
cônes; ceux-ci peuvent, de trois manières, être répartis en deux 
couples qui sont donc séparés harmoniquement par deux des six 
quadriques quadrillées circonscrites à C4. On remarquera Tana- 
logie de cette propriété avec un théorème démontré plus haut 
pour deux coniques formant un système quadrillé. 

On peut donc formuler Ténoncé suivant : 

Par toute biquadratique gauche de première espèce^ il passe 
six quadriques quadrillées. Dans le faisceau F + kF^ ayant pour 
base la courbe 04, t7 y a quatre cônes définis par une forme 
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biqua^ratique m k; le$ six qu^driq^es quaçlriilées mnu,ieni le 
comriant sexUque de cjette forme. 

Les quadriques quadrillées sont coonucis et portent hi^bitii^el.- 
lement le nom de quadriques de Voss. La dernière propriété 
énoncée est connue aussi, mais elle n'a, croyons-nous , été 
démontrée que par remploi des fonctions elliptiques. 

Il serait possible d'écrire le covariant simultané de deux 
quadriques qui représente les six quadriques de Voss du même 
faisceau. Soît, en effet, 

al -H A;o;' « 

ce faisceau. Les valeurs de k qui donnent des cônes sont les 
racines de Féquation 

(abedf -f- U{ahca'f -^ 6k}(aba'by -♦- 4A»(ao'6'c7 

^ k\aV&dy = 0. 

Il suffirait d'écrire le covariant sextique de cette forme et d'y 
remplacer k par — (a% : a2). 

Vqici encore une conséquence de l'étude actuelle : les côtés 
opposés d'une des six séries de quadrangles inscrits dans c^ 
déterminent une jnvolution sur une directrice quelconque du 
système réglé qu'ils engendrent. Chacune de ces douze involu- 
tions ayant deux éléments doubles, on retrouve ce théorème 
coqnu : Jl arrive vingt-quatre fois que deux tangentes à la biqua- 
dratique et leur corde de contact sont génératrices d'pne même 
quadrique circonscrite. 

D'ailleurs, ^u numéro précédent, on avait trouvé les qua- 
druples de points de C4 appartenant à une quadrique quadrillée 
et l'on avait reconnu que ces quadruples s'arrangent en couples 
tels que le plan osculateur en chaque point d'un couple passe 
par l'autre point du couple. Comme il y a six quadriques qua- 
drillées, on en tire cette conséquence, identique au fond au 
théorème précédent : Sur toute biquadratiqtM gauche de pretnière 
espèce, il y a vingt-quatre couples de points tels que le plan 
osculateur ^n chacun des points d'un couple passe par l'autre 
point du couple. 
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BiquadMitique ganehe ratkmneUa. 

1.9. On sait que tout cône perspectif & cette courbe est du 
quatrième ordre et possède (rois génératrices doul^iles. 

Soit AB une bisécante de la courbe y^ et, s'il est possible, 
sur cette bisécante un point P qui soit le sommet d*un cône 
quadrillé, de manière que deux côtés opposés de chaque qua- 
dran^le inscrit rencontrent PAB, les deux autres s'appuyant sur 
une autre bisécante PCD. Les propriétés des quartiques planes 
trinodales quadrillées donnent, par .projection, la condition pour 
que le point P réponde à la question : Les plans tangents au 
cône (P) issus de PAS doivent toucher ce cône suivant deux 
génératrices situées dans un plan contenant PCD. Ou encore : 
Si M et N sont les contacts des tangentes à 74 qui rencon- 
trent PAB, il faut et il suffit que MN rencontre CD. Mais les 
bisécantes qui rencontrent MN engendrent une surface de 
troisième ordre contenant la courbe y^ et coupant PAB en un 
seul point P. 

Soit ensuite Q un point de AB tel que le cône de sommet Q 
perspectif à la quadrique soit quadrillé, mais de façon que .les 
couples de côtés opposés des quadrangles inscrits rencontrent 
les deux autres bisécantes QEF, QGH issues de Q. JD'après un 
théorème établi pour les quartiques planes, les plans tangents 
au cône (Q) le long de la génératrice double AB doivent séparer 
harmoniquement les plans (AB, EF) et (AB, GH)..Or, ces plans 
tangeuts sont déterminés par AB et par les tangentes à 74 
respectivement en A et B; les couples de plans séparés harmo- 
niquement par ces deux plans tangents sont en involution 
quadratique. Dautre part, les plans déterminés par AB et par 
les seconde et troisième bisécantes issues d*un point variable 
de AB sont aussi des couples d*une involution quadratique ayant 
pour éléments doubles les plans qui contiennent les trisécantes 
issues de A et de B. Deux involutions ont un seul couple 
commun; il y a donc sur AB un seul point Q répondant à la 
question. Toutefois, si la tangente en A à 74 rencontre encore 
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la courbe, les deux involutions ont un élément double commun 
et n'en ont point d'autre ; alors Q coïncide avec A. Et si les 
tangentes en A et B à 74 rencontrent encore la courbe, les deux 
involutions ont les mêmes éléments doubles et coïncident; alors 
tous les points de AB sont des points Q. 

En résumé, sur une bisécante quelconque, il y a, en général, 
deux points P et Q, sommets de cônes quadrillés circonscrits. 

Le lieu des sommets des cônes quadrillés est donc une 
certaine surface S qui peut contenir la quartique comme courbe 
multiple d^ordre x. Une bisécante coupe S en deux points 
simples et deux points x"p^^^; par suite, le degré de la surface 
est 2x + 2. Une trisécante à trois appuis distincts ne peut pas 
rencontrer S en dehors de 74, d'où il résulte que le degré de la 
surface est aussi Sx. Finalement x est égal à 2 et la surface S 
est de sixième ordre. 

La courbe 74 possède, comme on sait, quatre tangentes qui 
la rencontrent encore; les six droites joignant deux à deux les 
contacts de ces tangentes sont tout entières sur S. Si A est un 
de ces contacts, une bisécante quelconque par A ne perce plus 
la surface qu'en un seul point P, car on on a vu que le point Q 
coïncide avec A. Donc ces quatre contacts sont des points triples 
de S. Les tangentes en ces points rencontrent la surface en un 
point double, un point triple et encore un point double infini- 
ment voisin du point triple, ce qui équivaut à sept intersections; 
ces tangentes sont donc tout entières sur S. 

Le lieu des sommets des cônes quadrillés perspectifs à une 
biquadralique gauche rationnelle est une surface du sixième 
ordre ayant la biquadralique comme courbe double, possédant 
quatre points triples aux contacts des tangentes qui rencontrent 
encore la courbe, et passant par ces tangentes et par les six 
droites qui joignent, deux à deux, les contacts de ces tangentes. 

20. On sait que la biquadratique rationnelle possède trois 
cordes, les cordes principales de Bertini, qui sont chacune 
l'intersection des plans osculateurs à la courbe en leurs extré- 
mités; ces cordes se coupent en un même point R. 
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Pour obtenir Téquation de la surface sextique S définie au 
numéro précédent, nous ferons usage de la représentation para- 
métrique de la biquadratique, 

Dans cette représentation, due & M. Bertini (*)f les plans 
xi = et 074 «a sont respectivement les plans osculateurs aux 
appuis M et N («a et tù = (») d'une corde principale; les 
plans x^ et x^ sont respectivement les plans tangents en M et N 
et contenant les trisécantes issues de M et N. 

Si (ùj^f GDg, »39 a>4 sont les paramètres des quatre intersections 
de la courbe avec un même plan, on a 

Cette égalité représente donc Tinvolution des points copla- 
naires (**); en posant 

cette égalité devient 

pp' -*- p -*- p' -♦- ss' -♦- a* = 0. 

Si a^ = est réquation du plan passant par les quatre 
points 60^9 Go^, €05, 01)4, on a 



d'où 



pp' — . ps^ -^ p^s=^ > 



«5 — a «8 «1 

p -t- p' -+- «s' = » s H- s' =s , 

(Xj OC] 

et, en tenant compte de l'involution eoplanaire, 



(*) Bbrtini, Rend. ht. Lomh., 1872, pp. 622-638. 
(*") Voir Bbrtini, toc. eiU 

15 



(194) 

de sorte que Téquation du plan devient 

(s -f- «')xi — X, -♦- pp'Xi -+- (ps' -*- p'«)x4 = 0. 

Connaissant un point x quelconque dans l'espace et deux 
points de la courbe définis par les fonctions symétriques s et p 
de leurs paramétres ui, cd^, on trouve les deux autres points 
(1)5, 6)4 où le plan des trois premiers coupe la biquadratique, en 
résolvant, par rapport à s' et p', Inégalité précédente avec Tin- 
volution coplanaire. Cependant, ce système est indéterminé 
quand on a 

a:, -I- pXi pXi -t- 8Xi 8X^ — flTs 

8 p -f- i p -^ a* 



0. 



Telles sont donc les conditions pour qu'un point x soit sur 
une bisécante tù^tù^ («, p). Ou bien, les x étant variables, ce 
sont les équations de cette bisécante; ou encore, « et p étant les 
inconnues, ces relations donnent les trois bisécantes issues dex. 

Pour avoir les trois valeurs de p répondant aux trois bi- 
sécantes, il faut éliminer s de la matrice : les deux dernières 

colonnes donnent 

px^ip -k- à") -^ Xi{p -«. i) 

8 = — î • — — — >• 

STiip -+- t) — X4(p ^ 0*j 

En mulipliant la seconde colonne par x^, la troisième par X4, 
en soustrayant et combinant avec la première colonne, on a 



Xf -t- pXi pXiXs -♦- XfX^ 



d'où 



8 



8 x/p -♦- 1) — Xiip -4- a*) 

(x, -♦- pxi) [x,(p H- i) — x^ip -¥- a*)} 



pXiXj -♦- XiTi 

t 

Egalons les deux valeurs de «, 

(P) (pxix, -♦- XiXi) [pxiip -fr- a*) -+- Xj(p ^- i)] 

« (x, -♦- px^) [X|(p -4- i) — X4(p -♦- a*)f. 

Cette équation en p est du troisième ordre; ses coefficients 
sont cubiques en x et s'annulent tous pour â^i «s 0:4 «» 0. 
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Pour trouver Téquation de la surface S, lieu des sommets 
des cônes quadrillés, rappelons que, si x est un tel sommet, 
situé sur une bisécante (Oitù^ («, p), la corde des contacta des 
tangentes rencontrant cette bisécante u^gù^ doit s*appuyer sur 
une autre bisécante issue de x. Soit on le paramètre du contact 
d*une de ces tangentes : diaprés Tinvolution eoplanaire, on a 

a\p -¥ i) -¥- p -h 2«w -4- a' = 0. 

I 

Si (0^ et u^ sont les racines de cette équation et si Ton pose 

Pt "= «/«#, «, = w, -4- û?;, 

on a 

2« p -*- à^ 

p -*- i p-f- 1 

Alors, une autre bisécante issue de x étant (o^^^(s\p^)^ on 

a aussi 

p'p, -♦- p' -♦- p, H- s'St -*-■ a' = 0, 

i ou 

i 

p\p H- a") -f- p'(p + 1) -*- p -4- o* — 2ss' -♦- a}(p -h t) = 0. 

Par riniermédiaire de Tinvolution eoplanaire qui lie «, p à 
s', p', on peut éliminer m' : on a 

p'(p -f- a*j -f- p'(p H- i) -*- p -4- o* -H 2pp' H- 2p H- 2p' 

-f.2a«-^o*(p-»-i) = 0, 

ou 

4pp' H- (p -f- p') (a' H- 3) -i- 4a' = 0, 

ou, enfln, en posant 46 = a^ h- 3, 

pp' -4- b{p -♦- p') -+- o' = 0. 

Pour que x soit un point du lieu cherché, il faut que l'équa- 
tion (P) ail la relation ci dessus entre deux de ses racines; ou, 
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si Ton appelle p, p', p" ses trois racines, il faut que le produit 
symétrique suivant soit nul : 

[pp' + 6(p +p') -^ a"] [py -♦- 6(p' -f-p") -*-«*] [p"P -+• t(p" -f-p) -*- o«] 

= (ppy)^ -^ 26pp'p"i:pp' + aVp'p"Sp -«- 6« [pp'p"Sp + (Spp')'] 
+ a^bl^pp'Iip -^ ^a^hfyp'p" -^ a*Spp' -+- 6»(i:pSpp' — pp'p") 
+ a«6'[(Sp)«-f-Spp']^-2a*62p-♦-fl^ 

En remplaçant pp^p^\ ^PP\ ^P par leurs valeurs tirées de 
l'équation (P) et qui sont des fonctions cubiques de x, dans le 
produit précédent, et en égalant à zéro, on trouve Téquation du 
sixième ordre représentant la surface S. 

En faisant xi^==x^e=0 on annule tous les coefficients de 
réquation (P), donc on annule deux facteurs dans chaque terme 
de réquation S; lous les points de Tarète œ^Xj^ du tétraèdre de 
référence sont donc des points doubles de la surface S. Mais 
cette arête est une corde principale et, par raison de symétrie, 
la même propriété appartient à chacune des trois cordes prin- 
cipales; leur point commun R est donc un point triple de la 
surface S. (Dans notre article des Nouvelles annales de mathé- 
matiques^ nous avons dit, par inadvertance, que ce point R est 
un point double de la surface.) 

La surface S, lieu des sommets des cônes quadrillés perspectifs 
à la biquadratique gauche rationnelle a pour droites doubles les 
cordes principales de la courbe et pour point triple le point 
commun à ces cordes. 

En se reportant à ce qui a été dit précédemment sur les 
quartiques trinodales quadrillées, on voit que si le centre de 
projection est sur une corde principale de 74, la courbe plane a 
un point double d'inflexion et deux séries de quadrangles 
inscrits; que si le centre de projection est en R, la courbe plane 
est triplement quadrillée à trois points doubles d'inflexion. 
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Surfkuses du qaatrième ordre. 

21. On a vu qu'une quartique plane binodale est quadrillée 
quand son équation 

-f- x[(a^\ -^ 26,ar8X| -f- CjxJ) — 

satisfait à la condition A ^ (afrc) »== 0. Les éléments de ce 
déterminant, 

oi; 6i»fli; <7|» 6ai as; c,, 6»; c, 

sont respectivement les coefficients des termes de degré 0, 1,2, 
Zy 4 en x^ . 

Soit à présent une surface du quatrième ordre ayant deux 
points doubles aux sommets (124) et (134) du tétraèdre de 
référence. Son équation ne contient ni x^ ni x^ à une puissance 
supérieure à la seconde, mais Xi et x^ jusqu*à la quatrième. 
Coupons par un plan x^^^s^hci. La courbe d'intersection, pro- 
jetée du sommet (123) sur la face 0*4, s'obtient en substituant 
hci à X4. Les termes de l'équation résultante qui contiennent x^ 
à la puissance t contiennent 1 tout au plus à la puissance t. La 
section sera quadrillée quand le déterminant A sera nul. Les 
éléments de ce déterminant contiennent A au plus à des puis- 
sances indiquées dans le tableau ci-après : 

1 2 

1 2 3 

2 5 4 

de sorte que A s'annule pour six valeurs de X. Il y a donc six 
sections par les nœuds qui sont quadrillées. 

Les troisièmes points diagonaux des quadrangles inscrits sont 
sur six coniques. Chacune d elles est, dans le plan de la section 
correspondante, la première polaire de Tun des nœuds relative 
à la première polaire de l'autre. Ces six coniques sont donc sur 
une même quadrique, savoir la première surface polaire de Tun 
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des points doubles relative à la première polaire de Tautre 
point double prise par rapport à la surface initiale. 

Nous avons donc ce théorème : Dans toute surface du qua- 
trième ordre à deux points doubles, il y a six séries de oo^ qua- 
drangles inscrits ayant deux de leurs points diagonaitx aux deux 
nœuds. Les qtiadrangles de chaque série sont dans un même 
plan et les troisièmes points diagonaux de tous ces quadrangles 
engendrent six coniques situées sur une même quadrique. 

Les plans passant par les points doubles d'une surface bino- 
dale ne donnent pas toutes les sections binodales. Il faudrait 
considérer en outre les sections par les plans contenant un des 
nœuds et tangents en un autre point de In surface, et même les 
sections par les plans bitangents. 

Ces dernières sections seraient aussi à étudier dans la surface 
du quatrième ordre la plus générale. On sait que dans cette 
surface les plans bitangents sont en nombre simplement infini; 
donc, il y a en a un nombre fini donnant une section quadrillée. 
Encore que Fénumération de ces plans soit possible, il exige un 
calcul trop long pour un résultat peut-être sans intérêt. 

Jl nous semble préférable d'examiner quelques surfaces 
spéciales du quatrième ordre contenant des points doubles en 
nombre simplement infini. Ces points doubles, s'ils ne sont pas 
tous en ligne droite, peuvent être répartis en oc^ couples. Par 
chacun de ces couples il passe six sections quadrillées avec 
points diagonaux aux points doubles. Ces oc^ plans enveloppent 
une surface; les oc^ diagonales des quadrangles engendrent un 
complexe; les troisièmes points diagonaux sont sur oc^ coniques. 

Surface de Steiner. 

22. Considérons en premier lieu la surface romaine de 
Steiner, dont l'équation peut s'écrire 

S ^ X\xl -¥- Xlx\ -*- x\x\ âXiXiXsJT^ = 0, 

le sommet (123) du tétraèdre de référence étant le point triple. 
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et les aréces (t2), (13), (23) éfant les droites doubles. La 
quadrique polaire d*UQ poinl double (0, 0, 2/5, y^) est 

^W -*• ^\yl — 2X|X,yîy4 = 0. 

On voit qu*ellc se compose toujours de deux plans, et que 
ceux-ci coïncident quand on a f/3 =» ±: 7/4. Il y a donc, comme 
on le sait, sur chaque droite double, deux points cuspidaux 
séparés harmoniquement par le point triple et par la face Xj^ du 
tétraèdre fondamental. 

Une section plane quelconque est une quartique à trois 
nœuds A, B, C situés respectivement sur les arêtes (12), (13), 
(23); pour qu'une telle section ait des quadrangles inscrits à 
points diagonaux en B et C, il faut et il sullit que les tangentes 
en A séparent harmoniquement B et C, donc que les plans 
tangents en A à la surface séparent harmoniquement les faces I 
et 2. Mais Téquation précédente représente ces deux plans 
tangents et elle montre qu'ils sont harmoniques par rapport à 
Xi et x^ quand ^4 = et seulement dans ce cas. Il faut donc 
que A soit le sommet (124) du tétraèdre. 

Les plans des sections quadrillées de la surface de Sfeiner 
forment trois gerbes ayant leurs sommets aux conjugués harmo* 
niques du point triple relativement aux couples de points cuspi- 
daux sur les droites doubles. 

Une seule section plane, celle produite par la face X4, admet 
des quadrangles inscrits ayant leurs trois points diagonaux aux 
trois nœuds. 

Un plan quelconque, x^^^^^ix^ «f-vx^, par le sommet (124) 
coupe donc la surface S suivant une quartique quadrillée et le 
lieu du troisième point diagonal des quadrangles inscrits est 
une conique. Si B et G sont les points doubles de la section 
quadrillée sur les arêtes (23) et (13), les coordonnées de B 
sont 1, 0, 0, fx, celles de G sont 0, 1, 0, v et la conique en ques- 
tion est la première polaire de B relative à la première polaire 
de G par rapport à la section. Cette conique est donc sur la 
première surface polaire de B relative à la première polaire 
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de G par rapport à la surface S, c'est-à-dire sur la quadrique 
(PS d*S d'S (PS 

fjLV 



dx\ dx^Xi dXidx^ dxidx^ 

^ 2[ — fiXiXs — vx»Xj -♦- (2xjXî — XjX^)] 

^ 2[2(X|X, — XbXi) -♦- Xi(xi — fiXi — yx<)] = 0. 

L'intersection de cette surface et du plan X4 == fxaci -f- vxg est 
la conique cherchée et Téquation montre que, pour toute valeur 
de iJL et y, celte conique est sur la quadrique 

X|Xj — X5X4 == 0, 

Ainsi, bien que la gerbe de sections quadrillées donne une 
double infinité de coniques pareilles» ces courbes ne forment 
qu'une quadrique. En intervertissant les rôles des droites 
doubles, on trouve donc ce théorème : 

Les troisièmes points diagonaux des quadrangles inscrits dans 
les sections quadrillées de la surface de Steiner engendrent trois 
quadriques. 

23. Les plans tangents à la surface de Steiner et issus du 
sommet considéré (124) touchent la surface sur la première 
polaire de ce sommet, c'est-i-dire sur la surface cubique 

dS 

-— ^ 2(x5x| -♦- XgX* — XjXjXi) = 0. 

dxz 

En multipliant par x^^ retranchant de 2S et supprimant le 
facteur ^x^x^ étranger à la question, on retrouve la quadrique 
rencontrée plus haut, 

XjXj — x^Xi = 0. 

Elle contient deux droites doubles de la surface S, savoir 
x^x^ et 0:2X5, et deux autres arêtes, X1X4 et x^x^^ du tétraèdre 
de référence. Elle coupe donc encore S suivant une biquadra- 
tique gauche ayant un point double au sommet (124); cette 
biquadratique est la courbe de conïact du cône circonscrit ayant 
pour sommet le point (124). 
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La section par un des plans tangents issus de ce sommet est 
quadrillée; mais elle se compose de deux coniques, et Ton a vu 
que les tangentes au quatrième point commun sont séparées 
harmoniqement par les droites doubles (13) et (23), et ces tan- 
gentes en ce quatrième point sont les tangentes inflexionnelles 
de la surface. Réciproquement, si les tangentes inflexionnelles 
en un point de la surface sont liarmoniquement séparées par * 
deux droites doubles, la section par le plan tangent est une sec- 
tion quadrillée et le plan passe par un des sommets (124), (134), 
(234) du tétraèdre de référence. 

Dans la surface de Steiner, le lieu des points où tes tangentes 
inflexionnelles sont harmoniquement séparées par deux des droites 
doubles est une biquadratique gauche ayant un nœud sur la troi^ 
sième droite double. 

24. Pour chaque gerbe de sections planes quadrillées, les 
diagonales de quadrangles inscrits engendrent un complexe. 
Disons un mot de ces complexes. 

Coupons la surface 

S ^ x\x\ -t- xfxî -*- x\x\ — !2X|X,XsX4 = 
par le plan d'une section quadrillée, par exemple 

Xi= [tX^ -¥• ifXz\ 

la courbe d'intersection, projetée sur la face or^, du sommet 
opposé, a pour équation 

Xjxî -h X5XÎ •+- X\x\ — 2XiXjX3(f*Xj -¥■ vXj) = 0, 



ou 



0. 



Xg Xj "I" X| "~~ jLVX\X<^ 

Un quadrangle variable inscrit a pour couples de côtés opposés 

kx\ -*- 2/^X4X5 — xj = 0, kx\ -♦- xî -H x? — 2vxiX, = 0. 

Pour avoir les diagonales de ce quadrangle, il faut chercher 
un produit de deux formes du premier degré qui soit une 
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combinaison linéaire des deux fonctions précédentes. On trouve 



. A» — A;— I , 



A* 



k 



[(i H- A)x, — vxi — V (A:x5 +• ic^x,)] 

= (i +■ A:)'xî — 2y(i -4- A;)x,r4 +■ v*xî 

; — r/c'xî -4- 2/c^X3X, -+- M*a;î] 

ft* -4- A: 

s(l -♦- A;)[(i -4- fc)x| — 2v.r,X4 -»- xî] 



A; 



(Axî -4- SiOXjr, — xî). 



Nous avons donc, dans la première de ces trois lignes, le pro- 
duit des diagonales du quadrangle variable. Exprimons qu'une 
de ces diagonales passe à la fois par un point x et par un point y. 



/v*— A:— 1 

(i-4-/c)X2-VX4=:=fc V -— 7-(A:X8-l-^,), ^Xs-f-VXs— X4«=0, 

^ u -hic 

w: 

/tu I 

Pour avoir le complexe des diagonales, il suffit d'éliminer 
k, [X, V. Les deux dernières relations donnent 

XîJ/s — Xst/s Pi3 PS3 

en appelant p^^ les coordonnées homogènes de la diagonale. Les 
deux relations (t) de gauche donnent par division 

(2) k{i -4- k)pn == /^(i -*- k)Pii -*- î'^Pi»; 

en multipliant par j/g la première des relations (1), par x^ la 
seconde, et retranchant, on obtient 



(1 H- k)p,, = d: y 5-—— kpa. 
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d^oùy en élevant au carre et chassant le -dénominateur, 

k{\ + A) [(1 ^ k)pU ^ kpl] « v»/t>î, - a\\ ^ k)Y,; 

en divisant par Tëquation (2), on trouve successivement 

Pu 



A; 



l -^ A: = 



Plî(Pll -*- A'Pm) -^ Pl3(Pi5 — î'Pfs) 



Ptt(Pi% + Wb) -♦- PiiiPiz — '-'Pn) 

Substituons ft A: et 1 -+- A leurs valeurs dans régalitc (2) : 

— Pi*PtzPiz{pit "^ f^Pn) (Pa — ^Pa) 
= Pi«pj5[pn(pit +• f^Pn) -*- P.i(p.» - l'M M Pis — ï'Pia) — î'IPii -*■ A*Pa)]. 

SimplJGons par Pi^Pis et remplaçons |jip23 par P43 et vp^^ 
parp24, 

PisfPu -*- P») (Pl3 — Pu) 

== rPn(^« -^ P43) -^ Piz(Piz — P,*)] [Pisfpis — Pn) — Pit(Pn -^ Pis)]. 

C*est Péquation d'un complexe du quatrième ordre. Dans 
chacun des termes, deux facteurs s*nnnulent si Ton pose 

Pu -♦- p« = 0, p,3 — Pu = 0, 
ou, pour employer une notation plus usitée, 

Pu — Pm = 0, p,5 + Pu — 0. 

Ces dernières égalités représentent donc une congruenee 
linéaire double pour le complexe. Les rayons de celte congruenee 
rencontrent tous la droite commune aux plans 

a^i -♦- Xb = 0, X4 -♦- X4 = 0, 

car les coordonnées tangentielles de ces plans peuvent s'écrire 

0,1,1,0; 1,0,0, d 
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el les coordonnées de leur intersection sont 

— 9« = — 9I5 «= — 9« « çii = i , 9u = çis = 0, 
d'où 

S?ttPrt = — PiJ — Pis — P« +• P54, 

et cette expression est nulle si la droite p fait partie des deux 
complexes Pi2-4-P34=0 etpi3 — p^^=0. Or ^4 = — x^ repré- 
sente le plan mené par Taréte (14) du tétraèdre et par un point 
euspidal de l'arête opposée, sur laquelle est aussi le sommet(234) 
de la gerbe considérée. Et x^ + x^=iO représente le plan tangent 
à la surface S au point euspidal en question. On vérifie de même 
que les rayons de la congruence double rencontrent aussi la 
droite 

j-j — Xj = 0, X4 — OTi = 

qui passe par l'autre point euspidal de Taréte (23). 

Les diagonales des quadrangles inscrits dans les sections qua^' 
drillées d'une même gerbe engendrent un complexe du quatrième 
ordre ayant une congruence linéaire double. Les directrices d^ et 
d^ de cette congruence passent chacune par un des points cuspi- 
daux alignés sur le sommet de la gerbe, sont dans le plan tan^ 
gent en ce point euspidal et s'appuient sur C arête opposée du 
tétraèdre. 

Un cône quelconque du complexe est du quatrième ordre et 
a une génératrice double s'appuyant sur d^ et d^\ une courbe 
quelconque du complexe est de quatrième classe et possède une 
tangente double s'appuyant sur d^ et d^. 

Les trois gerbes de sections quadrillées donnent trois couples 
de droites d^, d^. On voit aisément que chacun de ces couples 
de droites forme, avec les arêtes du tétraèdre de référence sur 
lesquelles elles s'appuient, l'intersection de deux des trois qua- 
driques 

lieux des troisièmes points diagonaux des quadrangles inscrits. 

26. Si l'on prend encore la gerbe de sommet (234) par 
exemple, les côtés des quadrangles inscrits qui rencontrent les 
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arêtes (IS) ou (13) du tétraèdre de référence forment, trop évi- 
demment, deux complexes linéaires spéciaux. Mais on peut se 
demander quelle figure ces couples de côtés engendrent quand 
le troisième point diagonal des quadrangles reste fixe sur la 
quadrique 

Soient mn, m, n, 1 les coordonnées d'un point de cette sur- 
face, et supposons que, dans une section quadrillée par le som- 
met (234), un certain quadrangle inscrit envoie ses deux diago- 
nales par le point en question. D'après le numéro précédent, ce 
fait s'exprime par les relations 



ictmn), 



% A« — A:— 1 , 

(i -^ k)m — vmn = \/ — (kn 

▼ /ur -*- k 

(1 -*- k)m — vmn «= — \/ — {kn -¥■ fimnV 

^ f^ -\- k 

d'où l'on lire 

i -4- A; = y», /c == — fjLtn, 

Dans chaque section quadrillée de la gerbe (234), les côtés 
des quadrangles inscrits qui rencontrent l'arête (12) forment 
l'involution 

(1 H- k)x\ -^ X\ — 2vJ7|X, ■= 0. 

Ces diverses relations doivent être combinées avec 

X^ = flX% -t- vx^ 

et il faut en éliminer |jl, v, k. On a successivement 
ynx\ -♦- rrj — 2vX|X, = 0, 



x\ 



^ = 



Xs{2x, — X,) 

\ — vn âXjXj — n{x\ -+- x|) 



m «iiXj(2X| — X,) 

»wXîX4(2x4 — wxj) -»- nxs(xî -♦- xî) — 2x,xî — x\xi =» 0. 

Cette équation représente une surface du troisième ordre 
ayant l'arête (12) pour droite double. 
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Dans chaque gerbe de sections planes quadrillées, il y a une 
infinité simple de quadrangles inscrits dont les diagonales se 
coupent en un point donné de la quadrique TiiK^s=»x^\^. Les 
couples de côtés opposés de ces quadrangles engendrent deux 
surfaces cubiques ayant chacune pour droite double une arête du 
tétraèdre fondamental. 

Surface du quatrième ordre à cubique gauche double. 
£6. Les équalions paramétriques de la courbe double étant 

la surface considérée la plus générale a pour équation, comme 
nous Tavons montré dans TEtude précédente, 

aissSaaX,X, = 0, (a« = ««), (t,^« 4,2,3), 

pourvu que Ton pose 

Xi ■= XjX^ — x\f Xj ^ XsXs — X1X4 , Xs = XjXj — X* . 

Les oc^ sections planes sont des quartiques trinodales, parmi 
lesquelles 00^ sont quadrillées. Les plans de ces dernières 
enveloppent une surface. Pour chercher Téquation de cette 
surface, nous appliquons le principe de translation de Glebsch 
avec une modiCcation qu'il convient de signaler. 

Pour Tusage que Ton fait de ce principe dans la théorie des 
invariants d'une surface, la plus générale de son ordre, chaque 
plan est déterminé par trois quelconques de ses points. Ici il est 
question d'une surface spéciale et le plan u d'une section sera 
défini par les trois points où il coupe la courbe double. Soient 
^i9 ^S) ^3 l^s paramètres de ces trois points, généralement 
distincts; un point quelconque du plan u a pour coordonnées 

px, «= m\ -*- fAii -♦- V^, 

pX5 = A5, -t- /llB^ -♦- vos, 
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et \ fA, y sont, dans le plan u, les coordonnées du point x 
rapporté au triangle dont les sommets sont 8^, O^, 63. 
Portons les valeurs de ar^-, d'abord dans les formes X^ : 

— 2A/u(e, — e,)% 

p«X, =» (A6Î + A*6Î H- v»î) (Xô, -+- ^e, -t- pB^) 

— (Aeî -♦- A^eî -♦- vôî) (x -h A« -♦- v) 

— £ — XA£(e, + e.) (e^ — e,)«, 

p«X8 « (xeî -H /z6Î -t- v«î) (xe* -♦- Me, -+- va,) 

— (xeî H. At^î ■+- voî)* = 2x^0,(6, — a,)". 

La substitution dans Téq nation aj[ «» donne le résultat 
symbolique suivant : 

12(01 - 19,) VK - «,;«, -*-«,)-♦- ojeA]!" — 0. 

Pour que la seciion soit quadrillée avec des quadrangies 
ayant deux points diagonaux en 6| et 6^, nous avons vu que le 
terme en ^ |x v^ de Téquation précédente doit s'annuler; donc, 
si Ton fait abstraction du facteur étranger, généralement non 
nul, (62 — 63)2(63 — 6i)2, on doit avoir 

[o, — 0^% -¥■ \) -f- cijdjdj] [a, — «î^e, -f- e|) -♦- (hh^i] *= 0. 

Développons, sous forme non symbolique, 

«Il — a«(25 -♦- ^5) -♦• «jj^ejSe — ej) -♦- ««(SeiQj -+- eîj 
— (ïtt(e,e,9j -H ejSeiej) -4- «53^1^,9! = 0, 

ou encore 

o« — on^ie -•- a^SOie, — aM9|9,e8 — e5(a„ — a^jSe -t- OisSejej — aBjejeje^) 

-*- ^(«M — «15) •= 0, 

en abrégé 

w^ -»- w^î •♦- p =s 0, 

n et p étant des fonctions symétriques de 6^, 6^, 63. 11 est facile 
d'introduire ici les coordonnées du plan «4, car on a 
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appelons M, N, P ce que deviennent m, n, p quand on fait ces 
substitutions; en d*autres termes, écrivons 

M =s=s m s=a ajj — ai5 , 

Nt/, — — (a«U| ■+• ««II, -^ OttW, -t- O55M4), 

Pu, = antti H- aistis -♦- Ojjt/j -♦- a»!!* . 

L*équation wiGJ -4- wGj -h p = devient alors 

Mdl -4- Nd, -^ P == 0. 

Elle exprime une certaine liaison entre un plan u et un 
point 65 de la cubique ; si, en outre, ce point est dans le plan u, 
ou si Ton a 

ti|6j -♦- Wj^l -*- ^565 -*- tii = 0, 

le plan u est une section quadrillée. L*enveloppe de ce plan se 
trouve en éliminant simplement 65 entre les deux dernières 
égalités. Le résultant est un déterminant à cinq lignes; mais 
les formes N et P contiennent Ui en dénominateur; pour chasser 
ce dénominateur, on multiplie les trois premières lignes du 
déterminant par u^ et Ton divise ensuite la première colonne 
par Ui; on obtient 



F.= 



M 

i 



• 


Mu, 


(N«0 


M«, 


(Nu.) 


(P«.) 


(N«,) 


(P«.) 


• 


M» 


«j 


tl* 


«1 


«1 


«5 



(Pu,) 



tt* 



= 0. 



C*est réquation tangentielle d*une surface de quatrième classe. 
Elle est vérifiée pour u^ = (Pwi) = 0, et ces deux relations 
représentent deux points; la droite qui les joint est donc tout 
entière sur F4. Mais v^^^^^O représente le sommet (123) du 
tétraèdre de référence ou le point de paramètre nul de la cubique 
gauche. Ce point peut être évidemment un point quelconque de 
la courbe; donc F4 est une surface réglée et, par suite, elle est 
du quatrième ordre. 
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On pouvait prévoir que Tenveloppe cherchée serait une sur- 
face réglée en se reportant à Téquation 

mej -i- «03 -♦- p = 

qui, pour chaque valeur de 63, donne une involution de points 
6^ et 0^. Les droites joignant ces couples de points engendrent 
un système réglé et sont projetées du point 65 suivant un fais- 
ceau de plans; Taxe de ce faisceau est une génératrice rectiligne 
de l'enveloppe cherchée F4. 

Nous pouvons obtenir les plans tangents doubles de F4, ou 
les plans des sections doublement quadrillées de la surface ini- 
tiale donnée S4. Si u est un de ces plans, il présente la liaison 

Me* + NôB +■ P = 

avec deux des points où il coupe la cubique; donc cette équa- 
tion et la suivante, 

M465 -+- w,e^ -4- Wb's "H m* = 0, 

ont deux racines communes, ce qui s^exprime par Tévanouisse- 
ment d'une matrice à quatre colonnes et trois lignes; en chassant 
encore le dénominateur t/^, on obtient 



. Mm, (Nw,) (Pw,) 
M (Nw,) (Pî/,) 

i Ui t/5 U4 



= 0, 



ce qui, d'après notre Première Étude, représente une dévelop- 
pable de troisième classe ou la développable osculatrice d^une 
cubique gauche. 

Ainsi, l'enveloppe des sections quadrillées d'une surface S4 du 
quatrième ordre à cubique double est une surface de quatrième 
classe F4, ayant une développable bitangente de troisième classe. 



27. Quand une surface réglée de quatrième classe a une 
développable bitangente de troisième classe, elle a soit une 
cubique double, soit une droite triple. Il fam examiner lequel 
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de ces deux cas se présente ici : la théorie de Télimination va 
nous fournir encore la réponse à celte question. 

Remarquons que, si 63 désigne un point fixe de la cubique 
gauche, double sur S4, Téquation 

MUiBl -^ (^U^)Bz -4- (Pm,) == 
OU 

est celle d*un point y; fout plan u qui passe par ce point et par 
le point 63 est tangent à la surface P4 ; la droite qui joint ce 
point y au point O3 de la cubique gauche est une génératrice de 
F4. Un point x quelconque de cette génératrice est donné par 
les relations 

OU, en développant, 

— «1163 -*- «U == >a;a -*- /uej, 

«8803 -♦- «22 = ^Z •*■ f^hi 

«3563 -+- «t3 = ^4 ■♦- A«. 

En éliminant l^ t^» ^5» on a Féquation ponctuelle de F4. Éli- 
minons d'abord /x : multiplions chacune des trois dernières rela- 
tions par 65 et retranchons chaque fois de la précédente 

«M^î — Sajgdj -♦- a^l = AX, — AôjXa, 

«23^ («18 -^ «22)^3 -*- «1« = ><Xt X^Xj, 

«53^1 âOjjôs -♦- a« = AX5 AÔ5X4 . 

u faudrait encore éliminer > et O3 ; mais ce calcul est superflu : 
nous ne cherchons que les points triples de F^ s'il y en a; à cet 
effet, nous devons écrire les conditions pour que les trois der- 
nières égalités soient satisfaites par trois systèmes de valeurs 
déterminées de ^ et O3. Or ces égalités sont, dans un plan rap- 
porté à des axes cartésiens X et Ô3, les équations de trois coniques 
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ayant Taxe des 85 comme direction asymplotique commune. Pour 
que ces courbes aient trois points communs à distance finie, il 
faut qu'elles forment faisceau ou que Ton ait 



o« 


an 


au 


Xi 


X, 


an 


«Il -♦- «M 
^2 


au 


Xf 


«8 


an 


o«s 


On 


Xz 


Xt 



0. 



En général, ces conditions sont incompatibles. Mais elles repré- 
sentent une droite quand on a 



Ou 


ait On 


an 


an -* a» 


an 


«M «55 



=-0. 



Telle est donc la condition pour que la surface F4 ait une 
droite triple. Elle exprime, entre la surface donnée S4 et sa 
cubique double, une relation invariante que nous allons inter- 
préter. Observons d'abord que, si la condition se réalise, la droite 
triple de F^ est une bisécante de la cubique double de S4, car 
ses équations prennent la forme 

^1 •♦- f*Xz -+- vXi ~ 0. 



28. L'équation de la surface S4 étant symboliquement 

«1 = 0, 

nous avons montré, dans VÉlude précédente, que le cdne circon- 
scrit à S4 et ayant son sommet au point (123) du tétraèdre de 
référence a pour équation 

«î = 0, 

les quantités u^, t/^i 113 étant, dans la gerbe de sommet (123), 
des coordonnées tangenlielles ou coordonnées de plan. 

Considérons une génératrice de S4 s'appuyant sur la cubique 
double aux points de paramètres et 6'; le plan qui la projette 
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du sommet (123) a des coordonnées proportionnelles aux quan- 
tités 

1, (ô-i-ô'). B9\ 0; 

comme ce plan est tangent au cône en question, on a 

[«1 — Oi(o -*-«') -^ Ajoe']* = 0, 
ou, en développant sous forme non symbolique, 

Oii — 20it6' -4- a^e'* -*- 2ô [ou — {a^ -+- «15)0' -»- a^fi^*] 
-^ fl'[flM - 2(i„e' -^ 0556'»] = 0. 

A un point répondent, par Tintermédiaire de cette relation, 
deux points 6'; à Tun de ces points 6' répond, ou(re le point 6, 
un point S" ; à celui-ci un nouveau point 6''^, etc. Si le quatrième 
point de cette série coïncide avec le premier, la surface S4 est 
spéciale, en ce sens qu^elle est engendrée par les bisécantes d*une 
cubique gauche qui s'appuient sur une droite; alors il y a 
X triangles de Poncelet inscrits au cône qui projette la cubique 
gauche d*un de ses points et circonscrits au cône de même 
sommet tangent à S4. Mais pour qu'il y ait, non des triangles, 
mais des quadrilatères de Poncelet, en d^autres termes pour que 
le cinquième point de la série 0, ô', 6'^, ... coïncide avec le pre- 
mier, ou encore que les génératrices de S4 s'arrangent en oo^ qua- 
drilatères inscrits à la cubique gauche, il faut que la dernière 
relation écrite donne, pour deux valeurs généralement distinctes 
de 6, le même couple de valeurs de 6'. Nous sommes donc 
ramené au problème d'algèbre qui résout la question des qua- 
drangles de Sleiner dans la quartique binodale, avec celte spé- 
cialisation que la relation en 6 et 6' est symétrique. Or nous 
avons vu que ces quadrangles steinériens existent quand on a 



«ti «n o<« 
On ;; «« 



«M «83 Oa 



= 0. 



C'est précisément la condition trouvée ci-dessus pour l'exis- 
tence d'une droite triple sur la surface F4. 
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Dans toute surface du quatrième ordre ayant une cubique 
gauche double^ les pians des sections quadrillées enveloppent une 
autre surface du quatrième ordre^ douée en général d'une cubique 
gauche double, et exceptionnellement d'une droite triple, bisécante 
de la cubique initiale; cette dernière circonstance se réalise quand 
les génératrices de la surface donnée sont les côtés d'une infinité 
simple de quadrilatères gauches inscrits dans la cubique donnée. 

Observons en passant que le raisonnement fait en dernier 
lieu ramène toujours le problème des polygones de Poncelet à 
2n cètés pour deux coniques à un cas particulier du problème 
des polygones de Steiner de 2n côtés pour la quariique plane 
binodale. 

29. Si l'on demande une section plane triplement quadrillée 
de la surface S4, il faut trouver un plan u qui présente la liaison 

avec chacun des trois points où il coupe la cubique; cette équa« 
tion du second degré devant avoir trois racines, ses coefficients 
doivent être nuls, 

M = a„ — oa = 0, 

NW4 ^ — (a,j«, -♦- aisMj -«- ajst/j •*- a^iUi) == 0, 

Pt/j ^ a„M, -V a„i/2 -♦- flijt/3 -♦- atiUi = 0. 

La première de ces relations est indépendante de u. Elle n'est 
vérifiée que si le cône circonscrit à S4 et de sommet (123) est 
harmoniquement inscrit au cône de même sommet perspectif à 
la cubique double; car les équations tangentielles de ces cônes 
s'écrivent 

al = 0, wî — 4ii,U5 = 0, 

et si Ton forme Tinvariant simultané qui contient au premier 
degré les coefficients de la première forme, on trouve 

2 («22 — «43). 
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L'é?anouissement de cet invariant est incompatible avec la 
condition d*iine droite triple de P^, car si, dans cette condition 
(voir le numéro précédent), on remplace a^ par a^^ ou inver- 
sement, on trouve que le discriminant de la forme a* s*annule 
et alors la surface donnée S4 dégénère en deux quadriques. 

Quand donc la condition a^^ «s a^^ est vérifiée, la surface F4 
a un faisceau de plans tangents triples et c'est une surface du 
quatrième ordre à cubique double, mais spéciale. 

Lorsque le cône circonscHl à la surface donnée S4 et ayant son 
sommet sur ta cubique double est harmoniquement inscrit au 
cône de même sommet perspectif à cette cubique, l'enveloppe des 
sections quadrillées est une surface F4 engendrée par les cordes 
d^une seconde cubique gauche qui s'appuient sur une droite fixe. 
Les plans passant par cette droite sont les sections triplement 
quadrillées de S4. 

Surface du ciuatrième ordre à deux droites doubles. 

30. Supposons que les droites doubles ne se coupent pas et 
prenons-les pour arêtes (12) et (34) du tétraèdre de référence; 
réquation de la surface considérée est de la forme 

S* s= xlfi -^ X5X/, -♦- xlfji = 0, 

les fondions f^ étant quadratiques en x^ et x^. On peut encore 
écrire symboliquement 

S4 ^ (OiX, H- a^f)\biXs -I- ôjx*)* = 0. 

Un plan u sera défini par les trois points où il coupe les 
arêtes (12), (54) et (14) par exemple : 

0,0,1,^; 1,A:, 0, 0; 0, 1,/, 0. 
Un point x de ce plan est donné par les formules 

pXi = A*» ?Xi = /uA; -♦- y, 

pXz = A -f- J//, pXi = xh . 
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Subetiliions dans l'équalion de S4 : 

ou, en développant en partie, 

[x*(6, -^ b^hY -^ 2Av6,/(6, + b^h) -I- v«6î/*] « 0. 

La condition pour que la section soit quadrillée s*écrit sym- 
boliquement 



F«= 



(ai-f-aj/[;)(/),-»-6jft)*aî (a,-+-a4/[;)(6,-t-6jA)at6,/ (a,-f-crtfe)aj6îr 



= 0. 



Le facteur /^ peut se mettre en évidence, de sorte que la 
condition de section quadrillée se réalise indépendamment du 
point / où le plan u coupe laréte (14); c*est-à-dire que, si un 
plan de section quadrillée coupe les droites doubles en M et N, 
tous les plans du faisceau ayant pour axe MN sont des sections 
quadrillées. L*enveIoppe cherchée est donc une surface réglée 
dont les génératrices s'appuyent sur les droites doubles de S4. 

D*ailleurs, les coordonnées du plan u satisfont aux relations 



W5 -*- At/4 = 0, w, -^ /fil, = 0, tt, H- /ws = 0, 



d'où 



W5 



Ua 



f ««5 , «M 

t/4 W4 



F. S 



Remplaçons dans Fg, après avoir supprimé les /, 

{aiUi-afUi)\bjiUi-'b^Vif (aiUi-a^Utfybitir'b^^z^ (ÉfiMj-ajî/,)"6î 
(oiti,— o,t/iK6iti4— 62i/5)'o2 (a.tij— aiti^)(6|W4— 6tt/,)aj6, (aiWj-ajtt,)aj6î 
(6jW4— 6atiB)'aî (61^4-^5)^*61 0J6J 

Cette équation symbolique montre que Tenveloppe est de 
sixième classe et, comme c'est une surface réglée, elle est aussi 
du sixième ordre. 

Les variables U|, u^ ne figurent qu'au troisième degré, de 



0. 
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même que tig, ti^; donc les plans contenant les arêtes (t3) et 
(34) sont des plans tangents triples, et ces arêtes elles-mêmes 
sont des droites triples de la surface Fg. 

Ainsi, dans toute surface du quatrième ordre à deux droites 
doubles, les plans dts sections quadrillées enveloppent une sur- 
face réglée du sixième ordre ayant pour droites triples les droites 
doubles de la surface donnée. 

Le même problême peut être résolu pour les surfaces du qua- 
trième ordre à conique double; mais, comme la méthode est 
la même et que les calculs sont fort longs, nous renonçons à 
placer ici cette solution. 

Tables graphiques pour la représentation des fonctions. 

31. Nous appliquons maintenant les résultats de nos pre- 
miers paragraphes à certains problèmes d'intégration graphique. 
Comme nous Favons dit, dans notre introduction, c est une de 
de ces questions qui nous a suggéré toute VÊtude actuelle. Nous 
devons faire d*abord, afin de poser le problème, quelques em- 
prunts à M. Massau (*); nous changeons un peu les notations de 
son travail. 

Soit à représenter la fonction z, de deux variables indépen- 
dantes x, y, définie par Téquation 

f(x, y, z) « 0. 

Menons dans un plan deux axes cartésiens, des u et des v, et 
construisons les deux séries de courbes 

/;(u, t?, x) c= 0, 

Entre les trois équations précédentes, éliminons x et y; soit 

la résultante 

/i(tt, V, z) -= 0. 



(*) Nassau, Mémoire sur l'intégration graphique et ses applications, Liège, 
Desoer, 4884, pp. 24 et suiv. [Voir aussi, Massau, C. A. de VAcad. des 
sciences de Paris, 4907.] 
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Les systèmes de courbes /"i, /g. f<^^ où ti et t; sont les coor- 
données courantes et x^ y, z des paramètres variables, s*appellent 
respectivement les lignes des x^ des y et des z. A tout système 
de valeurs de a; et de t/ correspond une ligne f^ et une ligne ^2> 
par chaque point d'intersection de ces courbes, il passe un nombre 
fini de lignes ^5, donnant chacune une valeur de z correspondant 
aux valeurs données de x et de y. 

Tel est le principe d*où part M. Massau. Plus spécialement 
il choisit comme fonctions ti^ A» /s» ^^^ fonctions linéaires de 
Uy Vy donc des formes telles que 

au -f- fty -♦- c, 

où a, 6, c sont des fonctions de a; ou de y ou de %. Un de ces 
systèmes de droites est dit du degré n si a, 6, c sont des fonc- 
tions du w*"* degré en x, en y ou en z, 

32. On peut se demander d*abord quelles sont les fonctions 

représentées par trois systèmes du premier degré; nous allons 

traiter cette question que M. Massau a déjà résolue lui-même par 

une méthode un peu différente. 

Soient 

a,M -I- b,v -4- c, == 0, 

Oyti -*- byV -^ Cy = 0, 

a'Ju -«- b'Jv -♦- ci' = 

les équations respectives des lignes des x^ des y et des z ; on a 
écrit en abrégé a^ pour aj^x + a^, etc. La table graphique repré- 
sente une fonction z définie par Tégalité ci-après obtenue en éli- 
minant u et t7 : 



a. 6, c, 

r Lf r 

Uy Oy Cy 

<' K C'J 



= 0. 



Cette équation du troisième degré contient seulement la pre- 
mière puissance de chacune des coordonnées courantes; elle 
représente une surface du troisième ordre F5, ayant pour points 
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doubles les points à l'infini sur les axes et passant par les droites 
à Tinfini des plans coordonnés. 

L*équation de F3 est vérifiée, quel que soit %, par les valeurs 
de X et ly qui satisfont aux relations 



(a.a;aî') = 



«X 


b. 


c. 






a» 


b. 


c. 


«; 


K 


K 


-0, 


(«XO — 


«; 


K 


< 


o[' 


b',' 


c',' 






«;' 


b't' 


<■'.' 



0. 



Diaprés noire Première Étude, ces valeurs de x et de t/ 
annulent les deux matrices suivantes : 



a, Oy 



3 



«. o; «;' «i' i|. 



L*évanouissement de ces matrices représente deux cubiques 
gauches de deux systèmes conjugués sur la surface cubique; 
mais ces cubiques gauches dégénèrent chacune en (rois droites, 
savoir les droites à Pinfini des plans (yz) et (xz) et une troisième 
droite parallèle à Oz; les équations de cette troisième droite, 
pour chacune des deux matrices précédentes, se trouvent facile- 
ment et sont respectivement 






^ .y == — , - 



(«to;«i) 






y — — 



(a^a 






(a[a 



«;') 






/-rt" 



o 



Ces droites sont tout entières sur la surface cubique, puisque 
leurs équations, avec une valeur arbitraire dez, vérifient Téqua- 
lion de la surface. En intervertissant les rôles des variables^ on 
trouve aussi sur la surface deux droites parallèles à 0^ et deux 
autres parallèles à 0^ ; dans chacun de ces couples, il y a une 
droite du premier des systèmes conjugués ci-dessus et une de 
l'autre système. Il suffit d*écrire de même les équations de toutes 
ces droites pour voir que Tune quelconque d'entre elles ren- 
contre celles du système opposé qui ne lui sont pas parallèles; 
en d*autres termes, la surface cubique possède deux droites 
parallèles à chacun des fixes coordonnés; ces six droites forment 
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un hexagone gauche, dont les côtés alternants appartiennent à 
un des deux systèmes conjugués de cubiques gauches sur la sur- 
face cubique. 

33. On peut poser le problème inverse : Conqaissant une 
équation du troisième degré en x, y, z qui ne contient chacune 
des variables qu'à la première puissance, construire une table 
graphique des valeurs de z, au moyen de trois systèmes du pre- 
mier degré. La possibilité du problème dépend de deux sortes 
de circonstances : du nombre de constantes de Téquation donnée 
qui doit être identifiée à (a6V) «s et de la réalité des solutions. 

Puisque, par hypothèse, la fonction donnée est linéaire en x, 
en y et en z, son évanouissement représente déjà une surface 
cubique ayant trois points doubles à Tinfini sur les axes et con* 
tenant les droites de Tinfini des plans coordonnés. Soit 

^f î(^» y) -^ U!^^ y) = 

Téquation donnée; elle est satisfaite par une valeur arbitraire de 
z et par les valeurs de x et j^ qui annulent à la fois cp^ ^^ 4*2 > 
c'est-à-dire que les droites de la surface, parallèles à Taxe des z, 
sont données par les points communs aux courbes f^ ^^ 4^2* ^^ 
sont des hyperboles à asymptotes parallèles qui se coupent donc 
encore en deux points à distance finie, points réels ou imagi- 
naires conjugués. 

Supposons le premier cas réalisé et soit (xq, ^o) ^^ ^^^ ^^^^ 
points d'intersection de f^ et ^2; soit (x^y yi) un autre point 
quelconque de <f^; les couples de droites {x — Xq) (y — y|) = 
et {y — ?/o) {x — xi) = passent par quatre points de la courbe 
f^, savoir (xq, y 0)9 (^i> Vi) et les points à l'infini des axes; cette 
courbe cp^ et ces deux couples de droites sont donc trois élé- 
ments d'un faisceau de coniques, et l'on doit avoir 

fi = l(x — Xo) (y — yi) + wi (x — x^) (y — y^). 

De même, si (x^, y^ est un point de ^^^ non situé sur cp^, on 

aura 

^% = A(x — Xo) (1/ — y,) -♦- f^[% — X,) (t/ — yo). 
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L*équalion proposée z^^ +• 4*2 = se ramène alors à 



- ^,)] = 0, 



(X - o-o) U^iy — yi) -H A(y — y,)] 

-^ (y — yo) imz{x — ari) -f- (^(x - 

ou encore 

• 


• 


X — Xo — m(x — Xi) — fi(x — Xt) 

y — yo i(y — yi) My-y^) 

0—1 z 



= 0. 



Gomme on a choisi arbitrairement les points (xi^yj^) et (xg, j/2), 
le problème proposé peut être résolu d*une infinité de manières, 
mais il peut arriver que toutes les solutions soient imaginaires. 
Le raisonnement précédent conduit à ce théorème connu, du 
moins en partie : 

Si une surface cubique a trois points doubles et passe consé- 
quemment par les droites joignant ces points deux à deux, elle 
contient en outre deux droites par chaque point double; ces six 
dernières droites forment un hexagone gauche et sont toutes réelles 
ou imaginaires conjuguées deux à deux. 



34. Passons à la fonction représentée par trois systèmes du 
second degré. Elle est définie par Tévanouissement d*un déter- 
minant de neuf formes quadratiques, et nous pouvons écrire 
symboliquement 



Fr.= 



al bl cl 



a 



a 



fi 

y 



b 






Jt 



cT 



= 0. 



Cette équation du sixième ordre ne contient aucune des 
variables à une puissance supérieure à la seconde. 

Nous allons d'abord établir quelques propositions relatives è 
la surface Fg spéciale qui annule un déterminant de la forme 
ci-dessus; ensuite, nous donnerons des propriétés, plutôt néga- 
tives, de la surface la plus générale du sixième degré contenant 
au plus le carré de chaque variable; enfin, nous verrons les con- 
ditions pour que cette surface générale puisse s*écrire sous la 
forme spéciale du déterminant. 
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D*abord toute surface du sixième ordre dont l'équation con- 
tient chaque variable au plus au second degré possède trois 
points quadruples à Kinfini sur les axes et trois droites doubles 
è Pinfini dans les plans coordonnés. 

En particulier, si nous considérons Téquation 

Fe=(aî 6;« c;'«) = 0, 

et si nous donnons è z une valeur particulière, les éléments de 
la dernière ligne sont des constantes, on peut, par soustraction 
de colonnes, annuler deux de ces constantes et Ton n*a plus qu'un 
déterminant à deux lignes d'éléments quadratiques en x et en y. 
D'après le \V % il représente une quarlique plane binodale qua* 
drillée. Un trouve le même résultat en faisant x ou y constant. 

Dans la surface Fg spéciale^ toute section par une droite double 
est une quartique binodale qiêadrillée. 

En donnant à z une valeur constante arbitraire, on obtient 
une équation de la forme 



= 0. 



al 


hl 


cl 


< 


b'/ 


c- 


A 


M 


V 



Pour tout système de valeurs de ^, ^x, v, elle représente une 
courbe quadrillée et, d'après le n^ 15, toutes ces courbes ont 
quatre points communs et deux quelconques d'entre elles se 
coupent encore aux sommets d'un quadrangle parallèle aux axes 
des X et des y. Mais ces courbes sont les projections, sur le 
plan des xy, des sections de Fg par des plans parallèles à celui 
des xy. Les points fixes communs à toutes ces courbes sont 
les traces d'autant de droites parallèles à l'axe des z et situées 
tout entières sur Fg, et le parallélogramme commun à deux de 
ces courbes est la projection d'un parallélipipède parallèle aux 
axes coordonnés et inscrit dans la surface (pour abréger, nous 
appellerons celte figure un parallélipipède inscrit). 

Ainsi, toute surface Fq spéciale possède quatre droites par 
chaque point quadruple, outre les droites joignant ces points qua- 
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drupleSy et est circonscrite à une double infinité de parallélipi' 
pèdes. 

On démontre sans peine que les centres de ces paraliélipi- 
pédes décrivent une surface cubique ayant les droites à Tinfini 
des plans coordonnés pour droites simples et les points à Tinfini 
des axes pour points doubles, c'est-à-dire une surface cubique 
comme celle qui est étudiée au numéro précédent. 

Il est évident aussi que chaque section parallèle aux osy pos- 
sède un parallélogramme caractéristique, limite du parallélipi- 
pède compris entre cette section et la section parallèle infiniment 
voisine. 

35. Voyons è présent la surface F^ générale représentée par 
une équation du sixième degré, où chaque variable ne figure 
qu'à la première et la deuxième puissance. 

Supposons z constant ; la section correspondante de la sur- 
face Fq est une quartique binodale représentée par une équation 
de la forme 

OÙ les coefficients sont des fonctions quadratiques de z ; pour 
que la section soit quadrillée, il faut que Ton ait 

(«pV") « 0. 

Cette relation détermine en général six valeurs de z. 
Par clmque droite d'une surface Fg générale^ il n'y a que six 
sections quadrillées. 

Ordonnons F^ par rapport à z : 

«•f -4- 2«|» -4- X = 0, 

fi ^> X représentent des quartiques binodales à nœuds coïnci- 
dents; dans le cas le plus général, ces trois courbes n*ont pas 
d*autres points communs que leurs nœuds. 

Par chaque point quadruple dune surface F^ générale, il ne 
passe d'autres droites situées sur la surface que celles qui sont 
menées aux autres points quadruples. 
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La surface n*a pas davantage de parallélipipède inscrit, car il 
faudrait que, pour deux valeurs zi et 7^ de z, les sections soient 
quadrillées et admettent un parallélogramme inscrit commun, ce 
qui, diaprés le n® 13, exige quatre conditions et Ton ne dispose 
que des deux inconnues zi et z^. 

36. Il est bien clair que Texistence des trois quaternes de 
lignes droites par les points quadruples et des oo^ parallélipi- 
pèdes inscrits, quoique nécessaire pour que Téquation d'une sur- 
face ¥q prenne la forme d*un déterminant, constitue un ensemble 
surabondant de conditions, et qu'une partie d'entre elles im- 
plique les autres. On peut probablement donner plus d'un 
système irréductible de conditions. Nous allons en indiquer un 
et montrer en même temps la marche è suivre pour vérifier si 
ces conditions sont satisfaites et pour former le déterminant. 
Remarquons en passant que, contrairement à ce qui arrive 
dans le plan, l'existence d'un parallélipipède inscrit n'entraîne 
pas celle de tous les autres, comme on le prouve facilement. 

Pour que la surface Fq soit spéciale, il faut et il suffit que 
trois sections quelconques parallèles à un même plan coordonné, 
projetées sur ce plan, soient trois quartiques binodales ayant 
quatre points communs et appartenant à un même réseau dont 
deux éléments quelconques se coupent encore aux sommets d*un 
parallélogramme inscrit. 

Voilà ce que nous allons établir. 

Nous savons déjà que ces conditions sont nécessaires; pour 
voir si elles sont suffisantes, supposons que les trois sections 
aient été faites par les plans z »> ^, 2; «= A', js «> A'' ; les équa- 
tions des trois courbes d'intersection peuvent (n^* 15) se ramener 
aux formes 



0, 















oî 


a'J 


h\ 


-♦- 


h^ 


-♦- 


X 




al 


a'.'* 


''V 


-♦- 


h'^ 


-♦- 


X 


._— 


hl 


b"* 



0. 





1 


al 


a'* 


ai'* 


bl 


6- 


6- 





— 1 





al 


a'J 


a'/' 


bl 


6- 


6;" 



= 0, 
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h''\ 



•+• h"^ -^ X — 



01 

bl 






V 



= 0. 



Comme le déterminant | A^ A 1 | n'est pas nul, si les quan- 
tités h, h', h" sont différenies, on peut tirer de là çp, t{^, y sous 
forme de déterminants tels que 
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al 
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aT 


''l 


6'* 


h'- 



par suite z^^ ^. ^j,^ 4- ^ est égal à un délerminant dont les élé- 
ments des trois lignes sont des fonctions quadratiques, respecti- 
vement en z, en x et en y^ ce qu'il fallait obtenir. 

Si Ton a donc une certaine fonction Fg contenant x^ y y z au 
premier et au second degré, et si Ton veut, à la fois s assurer 
que la transformatiou en déterminant e&t possible et effectuer 
cette transformation, on suivra la marche que voici : 

On prend trois sections planes quelconques parallèles à un 
des plans coordonnés, celui des xy par exemple. On choisit les 
sections dont les équations sont les plus simples; généralement, 
le plus facile est de prendre directement les fonctions <p, 4* X 
qui multiplient les puissances de z; elles correspondent respec- 
tivement, ^ à la section par le plan xy, <]; à la section infiniment 
voisine, (p à la section z = oo, c'est-à-dire au cylindre tangent è 
la surface Fg en son point quadruple à Tinfini sur Taxe desz. 

Pour plus de généralité, supposons ces sections faites par les 
plans z = /î, J5 = /i', 2 = A" et posons 

h*f -^ h^ •*- X ^ y*(aiX* -»- 26,x -»- Cj) -«- 2«/(o,x* + 26,x -1- Cj) 

-*- (flaX* -H 268X -*- C5); 

pour les deux antres sections, remplaçons a, b, c par a', b', c', 
puis par a", 6", c". 

On s'assure d'abord que les déterminants À^(a6c) et A'^(a'6'c') 
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^oqV^uls; c^ soqt deux premières copdijlions. On fpro^ alors 
(vojr n^ iS) les éiquaiiops 

(o'6c)x* -f- 2(6'6c)a: + (jc'bc) = 0, 
(o6V).x* "h 2(66V)x -^ (ç6V) = 0; 

w s*«ssiir.e qu'elles sont identique-s,ise qui .donoe deux Xifuvejles 
ocM^dîlÂons; on représente alors Tune ou r^uiredecesiquations 
par a*,f»0, M i^om a un eoupje de Cj^iés .apposés du par^Jliélo- 
gf anime .eommun .aux deux ,ptre«iièr^ s^i^tipi^s; on détexoiine 
die jtçéme Tautre couple de eàiés 9p(i^)$^s ii'.ç»j), ixiiajs ee^i 
n*iexige jsiUis de nouvelle cm^dition. 

£i»siMte, on ramène» par Ja méthode 4fs coe^efM indi^^- 
minésy A^ç -f- A<J; -*- ^^ et h'^tf -h A'4» •+- x ^^^ formes 









a. 

6Î 



ai'* 
6- 



Après qii^i, il ftiut identifier /i"^çp -f- A"4' ,-^ X ^ 






6- 






Pour cette identification, on dispose de trois coefficients 2, fx» v 
qui entrent linéairement dans neuf équations; trois d*enjtre elles 
donnent \ fx, v et ces valeurs doivent vérifier les six autres équa- 
tions, jointes aux quatre précédentes, ces six dernières condi- 
tions forment le système des dix conditions nécessaires et suffi- 
santes auquel est arrivé M. Massau, qui a résolu le problème 
actuel par identification directe. 

Enfin, il reste à résoudre, par rapport à ?» <p et /» les trois 
égalités 



AV -4- A<p -4- X = oj//;* — ai'fcj, 






45 
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Cette résolution est toute faite si Ton a pris <p, 4^ et ^ pouï* 
les (roisseetions ; la substitution des valeurs trouvées 4)ourf,tp,x 
dans la fonction z^^ + ^4^ + X &<^liève la transformation. 

Une remarque faite au n® 1S permet de réduire théorique- 
ment renoncé des conditions auxquelles doit satisfaire la fonc- 
tion Pg générale, mais parait sans utilité pour le calcul pratique. 

Au reste, voici Ténoncé réduit auquel conduit cette remarque : 

Pour que la surface Fg soit représentable par un déterminant, 
il faut et il suffît que trois sections quelconques parallèles à Vun 
des plans coordonnés, projetées sur ce plan, aient quatre points 
communs à distance finie et que l'une de ces trois courbes coupe 
encore chacune des autres aux sommets d'un parallélogramme 
inscrit. 



37. Il peut y avoir quelque intérêt à traiter un exemple 
numérique. Soit la fonction 



Z f 



- z^ -^ X^ z'Ij^^x' -♦- dx -♦- 9) •♦- 5x* -4- 9x -♦- 17] 
■*- ^[— ^y" -*■ '^y (Jc* — 5) ^ 4x' — 32] 
— 2[y*(x« ^ 3x ■♦- 5) -•- %(2x* -h 3x -f- 4) -t- 1 3x« -*- 2«x -t- 29]. 

Considérons les formes <p et 4^; leurs déterminants 



A^(a6(î) 



sont nuls. Ensuite, comme les coefficients 6^- font défaut, on 
n'obtiendrait rien en formant les déterminants tels que {aVcf) ; 
on prend donc nécessairement les équations 

{aa'c')x^ -♦- [ba'c')x -*- (ca'c') = 0, 
(a'ac)x* -¥■ {b'ac)x -*- (c'ac) = 0, 

qui sont identiques, car elles sont, dans Texemple choisi, 
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, A'=(o'6V) = 
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5 9 17 
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— 32 



1 —4 

1-5 
5 4 —32 



X' 



3 ~4 
1 —5 
9 4 —32 



9 0—4 

1 —5 

17 4 —52 



= «(x'— 5) = 0, 
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X* -f- Ox -♦- 


— 5 


= 28 (x* 5) « 


= 0. 




4 5 17 




-32 5 17 
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En changeant les lignes en eolonnes dans Tun de ces calculs 
seulementyon trouve 



1 3 9 
i —5 
4 - 3^2 



y' + Oy 



5 9 17 
10—5 
4 0—52 



= — 36(î/' + 3) = 0. 



Le parallélogramme inscrit dans les courbes (p et <p est donc 
déterminé; ses couples de côtés opposés ont pour équations 
x^ — 5 = 0, î/2 -t- 3 = ; on pose alors 

/c{x* -♦- 3x -♦- 9) + (5x* -«- 9x -H 17) = /(x« — 5), 



d'où A: =. — 3, / = 2 et, par suite, 

f = y*{x*-H3x-f-9) + 5(xV3x-+-9)-+- 2(x'- 5) = 



On trouve de même pour cp, 



x'-*-3x+9 X*— 5 
— 2 î/'-^3 






x« — 5 4 
I/' -♦- 3 2î/ -+- 4 



Posons ensuite 



X ^ 4 X* -*- 3x 

2^ + 4 _ 2 

s — 2y*(x* ^ 3x -f- 5) -♦- 2!/(2x» h- 3x 



9 X*— 5 

y» -H 3 

4)-^i3x*- 



21jc-t-29. 



On voit immédiatement que, pour 



A = -- 2, 2a* - 2v = — 8, 7x - 32a« — 44»/ «= — 58, 
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donc pour Xsa|x = — 2, y = 2, Tidentité est satisAiite et que 
Ton « 

z 

% + 4 - 2 y«-*-3 

z*— 2 z— 2 2 

4 a;*-f-3x-t-9x* — 5 
2y-^4 —2 y*+3 



Z'f -♦-«•^-♦-J^r^ 



4 x*-t-3x + 9x«— 5 
2'y-*-4 — 2 y* -+-3 

— 2 —2 2 

4 x"-h3x-*-9x*— 5 
2tf-+-4 —2 î/»-f.3 

ainsi la transformation est opérée. 



38. Nous terminerons par quelques mots relatifs aux trois 
quatérnes dé droites situées sur la surface Pg spéciale et passant 
par les trois points quadruples. 

D*après la remarque qui termine le n^ 15, les traces des quatre 
droites parallèles à Oz, sur le plan des xy (donc aussi ces droites 
elles-mêmes), peuvent être représentées d'une seule manière par 
la formule 

al 






6" f* 






= 0, 



où Ton se donne à volonté les éléments de la première ligne; de 
même les droites parallèles à Oy se représentent par 



«I àl cl 



X 



-0, 



et, par suite, le troisième quaterne de droites est donné par 
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o'J 
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et ne dépend que des deux autres quatérnes ; d où ce théorème 
dû à M. Massau : Deux quatérnes de droites de la surface spé- 
ciale Fq déterminent le troisième. 

Soient à présent di^ d^, d^, d^ les droites de Fg parallèles à 
Ox, et cf^, ât^, (Z^, d'^ leurs projections sur le plan x%\ soient 
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Bi , B2 , B5 , B4 les trftees svr xs^ des droites de Pg pmrillèlett 

La section de P^ parallèle au plan xz et menée par one des 
droites d, se complète par une cubique piane r^ dont la projee* 
Ifan tff sur un plan xz passe par B^» B^, B^, B4 et possède un 
point double à Tinfini sur Oz et un point simple à Tinfini sur Ox'% 

Les systèmes (ci -»• di) et (c^ ^ d^) par exemple sont deâ cav 
particuliers de deux quartiques binodalés quadriHées qi»i doivenH 
avoir un parallélogramme inscrit commun; donc, si c^ coupe d^ 
en M et N et si c^ coupe d[ en P et Q, MNPQ est un parallélo- 
gramme parallèle à Ox et Oz. 

Toutes les cubiques qui passent par B^, B^, B3, B4 et qui ont 
un point double à Tinfini sur Oz et un point simple à Tinfini 
sur Ox, ont au total huit points fixes et forment un faisceau (c'); 
elles découpent donc sur dj et d, deux involutions quadratiques 
1} et Ij. Projetons sur d[ Tinvolution I^ par des droites paral- 
lèles a Ojs; nous obtenons une troisième involution I5 sur d^; 
les involutions l^ et I5 sont sur le même support et ont un couple 
commun P, Q; ces deux points achèvent de déterminer la 
cubique c^ et par suite la cubique c^ ; une construction analogue 
donne les cubiques C|, C3, c^. 

Remarquons que Tinvolution 1^ (ou I^) est déterminée par 
deux couples; il suffit donc, pour la construire, de prendre deux 
cubiques du faisceau {&); le plus simple est de choisir deux 
courbes dégénérées de ce faisceau, par exemple le système formé 
de la parallèle è Oz par B| avec Thyperbole à asymptotes paral- 
lèles à Ox et Oz passant par B^, B5, B4, et le système analogue 
obtenu en intervertissant les rôles entre B^ et B^. 

On peut aussi intervertir les rôles entre les droites parallèles 
à Ox et celles qui sont parallèles h Oy; de sorte que, par des 
constructions très simples, huit sections planes de F^ se déduisent 
de la connaissance de deux quaternes de droites. 

Mais il y a plus : la section parallèle au plan xy et menée par 
la droite d| est aussi déterminée surabondamment, puisque Ton 
peut construire les points où elle coupe les cubiques c^, c^, c^; 
il en est de même des sections parallèles par d^, d^^ d^ (et même 
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de tonte section parallèle à aey). Deux de ces sections, par exemple 
celles qui contiennent d| et d^ projetées sur le plan des xy se 
coupent en quatre points à distance finie; ce sont les traces du 
dernier quaterne de droites parallèles à Oz. 

La détermination de ces points dépend donc de Tintersection 
de deux cubiques ayant en commun un point double à Tinfini 
sur Oy et un point simple à Tinfini sur Ox; or ce problème, on 
le sait, peut se ramener à une intersection de coniques. 



Bruxelles. — Hayez, imp. del'Acad. royale. 



